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MATH — PHYS

Priifungsnummer: Legi:

Anleitungen fiir Teil A (120 Minuten)

o Schreiben Sie alle Antworten auf diese Blatter, es werden keine weiteren Blétter
eingesammelt! Falls Sie nicht genug Platz haben, nutzen Sie die Riickseite. Bitte lassen
Sie diese Blétter zusammengeheftet.

o Sie diirfen Notizpapier verwenden.

o Falls Sie vor 10:15 fertig sind, legen Sie den Prifungsteil A in das Kuvert zuriick,
und verlassen stillschweigend den Saal. Nach 10:15 bleiben Sie bitte bis zum Ende des
ersten Priifungsteils an Threm Platz.

o Kleben Sie das Kuvert NICHT zu.

Bitte folgende Tabelle nicht ausfiillen!

Nr. | Punkte Kontrolle Nr. | Punkte Kontrolle
1 (8] 6 (8]
2 (8] 7 (8]
3 (8] 8 (8]
4 (8] 9 (8]
5 8] 10 8]
Gesamtpunktzahl: [80]
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Frage 1.

(a) Wie ist das Supremum sup A einer nichtleeren beschrankten Teilmenge A C R
definiert?

(b) Beweisen Sie, dass sup{sin(z) |z € Q} = 1.
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Frage 2. Wir wissen, dass 0%, 1/n? = 72/6 gilt.
(a) Was erhalten wir, wenn wir nur iiber die geraden natiirlichen Zahlen n summieren?

(b) Berechnen Sie

[e.9]

Z 2/<:+1)

(c) Berechnen Sie das uneigentliche Riemann-Integral

/1 log(1 — x) s
o do

i
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Frage 3. Bestimmen Sie die Koeffizienten ay, ..., ar; des Taylorpolynoms von arccos
um r = 0
arccos(r) = ag + a1x + - - + azx’ + O(z).
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Frage 4. Wir wissen, dass ein metrischer Raum (X, d) vollstindig heisst, falls alle
Cauchy-Folgen in X konvergent sind.

(a) Wie sind Cauchy-Folgen in einem metrischen Raum definiert?

(b) Ist X = Z mit Metrik d: (n,m) — |n — m| vollstindig? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

(c) Beweisen Sie, dass kompakte metrische Rédume vollstandig sind.

Hinweis: Am besten verwenden Sie, dass fiir metrische Rdume Kompaktheit und Folgen-Kompaktheit

dquivalent sind.
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Frage 5. Sei p: R?* — R? die Abbildung ¢(z) = (2} — x9, 3 + 11), wobei x = (1, 73).
(a) Berechnen Sie die Ableitung D, fiir alle z € R?.

(b) Zeigen Sie, dass p: R? — ¢(R?) ein Diffeomorphismus ist.

(c) Was ist der Flacheninhalt des Bildes ¢(Q) des Quadrats @ = [0, 1] x [0, 1] unter 7
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Frage 6. Bestimmen Sie die Losungen folgender Anfangswertprobleme.
(2) y"(x) =1, y(1) =1,y(1) = 1.

() '(z) = y(z) + 2, y(0) = 0.

(c) ¥'(x) = 2?y(z)* y(0) = L.

(d) y"(x) = ¢'(x), y(0) =0, ¥'(0) = 1.

Nur die Antwort zahlt.
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Frage 7. Sei M = {x € R3|x 25 + xow3 + x103 = 1}.
(a) Zeigen Sie, dass M eine Teilmannigfaltigkeit von R? ist.
(b) Geben Sie eine Basis des Tangentenraumes 7,M in p = (—1,2,3) € M an.
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Frage 8. Sei P C R3 die Teilmenge
P={(z,y,2) ER*|0<z<1—2"—y}.

(a) Ist P kompakt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

(b) Berechnen Sie das Volumen von P.
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Frage 9. Berechnen Sie.

(a) [ ﬁ dx

(b) Snion’e ™

(c) Jaldzdy, wobei A= {(z,y) € R*||z|+[y| < 1}.
. sin(z4)

(d) lime o S5

Nur die Antwort zahlt.
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Frage 10. Sei B;(0) = {z € R?||z| < 1} der Einheitsball mit Mittelpunkt 0 und
Radius 1.

(a) Formulieren Sie den Divergenzsatz fiir den glatt berandeten Bereich By (0).

(b) Zeigen Sie: Fiir jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v auf R? hingt
I, = / div ((mf + 3 + x%)"v(z)) dvol(x)
B1(0)

nicht von n € Z>( ab: I, = I,,, fir alle n,m € Zx.
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Analysis | & Il Priifung - Teil B

MATH — PHYS

Priifungsnummer: Legi:

Anleitungen fiir Teil B (120 Minuten)

o Lesen Sie alle fiinf Aufgaben aufmerksam durch. Entscheiden Sie sich anschliessend
fir eine Aufgabe, die sie nicht machen mochten.

Folgende Aufgabe mache ich nicht:

o Losen Sie die anderen vier Aufgaben auf separaten Bléttern. Bitte nummerieren Sie
Ihre Blatter und versehen Sie jedes Blatt mit Ihrer Nummer und Ihren Initialen.

e Am Ende der Priifung legen Sie den Priifungsteil Teil B mit IThren Blattern ins
Kuvert, bitte in der richtigen Reihenfolge. Es werden keine losen Blétter eingesammelt.

o Kleben Sie das Kuvert NICHT zu.

Bitte folgende Tabelle nicht ausfiillen!

Nr. Punkte Kontrolle

[20]

[20]

[20]

[20]

Gesamtpunktzahl: [80]
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Aufgabe 1. Sei f: R — R die Funktion = — f(z) = [“"! cos(nt?) dt. Sie brauchen
das Integral nicht explizit zu berechnen.

(a) Ist f stetig differenzierbar? Ist sie beschrénkt? Ist sie eine gerade Funktion?
Begriinden Sie Ihre Antworten.

(b) Berechnen Sie die Koeffizienten ay, . . ., ay des vierten Taylor-Polynoms von f um 0:

1
f(z) = / cos(mt?)dt + a1z + asx® + azaz® + asx’ + O(2°).
1

(c) Finden Sie alle kritischen Punkte von f.

(d) Fiir die kritischen Punkte x = 0 und x = 1 entscheiden Sie, ob es sich um lokale
Maxima, Minima oder keines der beiden handelt.
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Aufgabe 2. Eine Folge von Funktionen f,: [—1, 1] — R sei durch folgende Rekursi-
onsrelation definiert:

fi(z) =0,

) = =252

, n > 1.
2

(a) Zeigen Sie, dass die Funktionenfolge (f,)nen gleichméssig gegen eine stetige
Funktion auf [—1, 1] konvergiert.

(b) Berechnen Sie lim,, o £ (0).

(c) Zeigen Sie, dass es genau eine stetige Funktion f: [—1,1] — R gibt, so dass

flz) = 1 —xJQC(x/Z)
fur alle z € [—1, 1] gilt.

(d) Schreiben Sie diese Funktion f als Potenzreihe f(z) = >.0° a,2™ und bestimmen
Sie ihren Konvergenzradius.
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Aufgabe 3. Sei A C R" eine nichtleere Teilmenge von R"™ und sei f: A — Ry,
x +— f(x) :=|z|, die Einschrankung der Euklidischen Norm auf A.

Zeigen Sie:

(a) Falls A abgeschlossen ist, dann nimmt die Funktion f auf A ein Minimum an (d.h.
es gibt eine Minimalstelle Py € A, so dass f(Fp) < f(P) fir alle P € A gilt).

(b) Die Aussage (a) ist im Allgemeinen falsch, wenn wir nicht annehmen, dass A
abgeschlossen ist.

(c) Falls A konvex ist, dann wird das Minimum in héchstens einem Punkt von A
angenomimen.

(d) Sei 0 ¢ A. Dann ist Py € 0A fir alle Minimalstellen Py € A von f.

Erinnerung: Eine Teilmenge A C R"™ heisst konver, falls fir alle P,QQ € A die Strecke PQ in A
enthalten ist. Der Rand 0A von A C R™ besteht aus den Punkten des Abschlusses von A, die keine
inneren Punkte von A sind.
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Aufgabe 4. Seien a,b € R3, mit a1, as, a3 > 0 und b # 0. Finden Sie die Extremwerte
max{f(z) |z € E}, min{f(x)|x € E} der linearen Funktion f(z) = bz + bexs+ b3zs

auf dem Ellipsoid

x? a2 2
2 N
ay a4z aj

E:{x€R3

und bestimmen Sie die Punkte von E, wo diese Extremwerte angenommen werden.
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Aufgabe 5. Sei a > 0. Wir betrachten die durch die Potenzreihe

= T(a+1)

ha(z) =

—T(n+a+1)
definierte Funktion (I" ist die Eulersche Gamma-Funktion).
(a) Beweisen Sie: Die Reihe h,(z) konvergiert fir alle z € R und a > 0.

Hinweis: Sie kénnen zum Beispiel zeigen, dass I'(n +a+1) > n!T'(a + 1) fiir a > 0 und n € Zx( gilt.

(b) Zeigen Sie, dass y(x) = hy(x) eine Losung der Differenzialgleichung
ry =(x—a)y+a
ist.

(c) Finden Sie alle weiteren fir z € (0,00) definierten Losungen z — y(z) dieser
Differenzialgleichung.

d) Zeigen Sie: Wenn a € Z~, dann ist Lﬂ,hﬁl x) der a-te Restterm der Exponen-
= (a+1)!

tialreihe

2 a x(z—l—l

z T T
e —1+$+§++J+mh,ﬁ_1(l‘)



