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Anleitungen fiir Teil A (120 Minuten)

o Schreiben Sie alle Antworten auf diese Blatter, es werden keine weiteren Blétter
eingesammelt! Falls Sie nicht genug Platz haben, nutzen Sie die Riickseite. Bitte lassen
Sie diese Blétter zusammengeheftet.

o Sie diirfen Notizpapier verwenden.

o Falls Sie vor 10:15 fertig sind, legen Sie den Prifungsteil A in das Kuvert zuriick,
und verlassen stillschweigend den Saal. Nach 10:15 bleiben Sie bitte bis zum Ende des
ersten Priifungsteils an Threm Platz.

o Kleben Sie das Kuvert NICHT zu.

Bitte folgende Tabelle nicht ausfiillen!

Nr. | Punkte Kontrolle Nr. | Punkte Kontrolle
1 (8] 6 (8]
2 (8] 7 (8]
3 (8] 8 (8]
4 (8] 9 (8]
5 8] 10 8]
Gesamtpunktzahl: [80]
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Frage 1. Berechnen Sie (nur die Antwort zihlt).
(a) [cos(z?)x du,
1 1 1 1
b) 3+ =
(b) 35+ a5+t gt
sin(x log x)

(c) lim

o cos(mx/2)’

(d) / (2% + y?) dxdy, wobei Bi(0) = {(z,y) € R?| 2% +y? < 1}.



Analysis | & Il Prifung - Teil A ETH Zirich, 24. Januar 2022

Frage 2.

(a) Definieren Sie den Limes superior einer von oben beschriankten Folge in R. Falls
Sie dazu weitere Begriffe verwenden, z.B. Haufungspunkte oder Supremum, dann
definieren Sie diese.

(b) Beweisen Sie: Falls alle Teilfolgen einer von oben beschrénkten Folge (z,,), in R
denselben Limes superior s € R haben, dann gilt s = lim,,_,o x,,.
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Frage 3. Geben Sie jeweils ein Beispiel einer reellwertigen Funktion an, oder begriinden
Sie, warum keine solche existiert:

(a) Eine bijektive Funktion Q — R.
(b) Eine bijektive Funktion (—1,1) — R.
(c) Eine gleichmissig stetige, unbeschrankte Funktion (—1,1) — R.

(d) Eine Riemann-integrierbare Funktion [—1,1] — R, welche nicht stetig ist.
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Frage 4. Finden Sie alle reellen Losungen der Differentialgleichung 4. Ordnung

" (@) + 2y(x) = 2
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Frage 5. Berechnen Sie das Flussintegral [qv-ndA des Vektorfeldes

z +log(1 +y? + 2?)
v(@,y,2) = | y—log(l+ 2%+ 2?)
—z+log(1 + 2% + v?)

durch die Kugeloberfliche mit Mittelpunkt (0,0,0) und Radius R von innen nach
aussen.
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Frage 6.

(a) Berechnen Sie die Koeffizienten ag, ay, ay der Taylorreihe um = = 0 der Funktion

T > / e dt =ag+ayw+ -+ apz™ + O(z"th).
0

(b) Finden Sie eine allgemeine Formel fiir a,, n = 0,1,2,... (eine richtige Losung
von (b) gibt die volle Punktzahl).
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Frage 7.

(a) Erganzen Sie: Ein nicht-leerer metrischer Raum X heisst wegzusammenhdngend,
falls . ..

(b) Sein € {1,2,3,...}. Zeigen Sie, dass die Einheitssphire "' = {z € R"| 0, 2? =
1} genau dann wegzusammenhéngend ist, wenn n > 2.
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Frage 8. Sein > 1 und A = {x € (0,1]" |21 + -+ + x, = 1}. Sei die Funktion
f: A— R gegeben durch

z =y x;log(x;).
i=1
(a) Zeigen Sie, dass f genau einen kritischen Punkt p im Inneren von A besitzt und
bestimmen Sie den Wert f(p).

(b) Beweisen Sie, dass f auf A bei p ihr Minimum annimmt.
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Frage 9. Sei y(z) = [ cos(mat?) dt. Beweisen Sie, dass y eine Losung der Differenzial-
gleichung
22y’ (x) 4+ y(z) = cos(mx)

ist.

Hinweis: Partielle Integration.
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Frage 10.
(a) Zeigen Sie: Die Gleichung

y = 2" arctan(f(z,y)) + f(2,y)

definiert eine eindeutige stetig differenzierbare Funktion f: R? — R.

(b) Zeigen Sie, dass f(z,0) = 0 und berechnen Sie V f(z,0) fiir alle z € R.
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Analysis | & Il Priifung - Teil B

MATH — PHYS

Priifungsnummer: Legi:

Anleitungen fiir Teil B (120 Minuten)

o Lesen Sie alle fiinf Aufgaben aufmerksam durch. Entscheiden Sie sich anschliessend
fiir eine Aufgabe, die Sie nicht machen mochten.

Folgende Aufgabe mache ich nicht:

o Losen Sie die anderen vier Aufgaben auf separaten Blattern. Bitte nummerieren Sie
Ihre Blatter und versehen Sie jedes Blatt mit Ihrer Nummer und Ihren Initialen.

e Am Ende der Priifung legen Sie den Priifungsteil Teil B mit IThren Blattern ins
Kuvert, bitte in der richtigen Reihenfolge. Es werden keine losen Blétter eingesammelt.

o Kleben Sie das Kuvert NICHT zu.

Bitte folgende Tabelle nicht ausfiillen!

Nr. Punkte Kontrolle

[20]

[20]

[20]

[20]

Gesamtpunktzahl: [80]
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Aufgabe 1. Eine Potenzreihe > °° ; a,2" mit reellen Koeffizienten habe Konvergenzra-
dius 1. Sei D die Menge der x € R, fiir welche die Reihe konvergiert.

(a) Welche sind die moglichen D? Geben Sie ein Beispiel einer Potenzreihe fiir jede
Moglichkeit.

(b) Nehmen wir zusétzlich an, dass >0, |a,| < co. Fiir welche z € C konvergiert die
Reihe Y707 a,2"7 Begriinden Sie.

(c) Fiir welche x € R konvergiert die Reihe Y07, lé‘gn? Begriinden Sie.

(d) Sei (ay), eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen a,, > 0, die
gegen 0 konvergiert. Zeigen Sie, dass die Reihe > 07 ja,2" fir z = 7 und z = —1¢
konvergiert (i = /—1).
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Aufgabe 2. Eine Abbildung f: M — N zwischen metrischen Rdumen (M, dy,)
(N,dy) heisst Lipschitz-stetig, falls es ein L > 0 gibt, so dass dy(f(x), f(y)) <
Ldy(z,y) fur alle x,y € M.

(a) Zeigen Sie, dass Lipschitz-stetige Abbildungen gleichmaéssig stetig sind.

(b) Sei f: R" — R eine stetig differenzierbare Abbildung. Beweisen Sie: Die Ein-
schrankung von f auf jeder kompakten Teilmenge K C R"™ ist Lipschitz-stetig beziiglich
der Euklidischen Metrik auf R”.

(c) Formulieren Sie den Banach-Fixpunktsatz.

(d) Sei f: R™ — R™ Lipschitz-stetig. Zeigen Sie: Fiir alle hinreichend grossen A > 0
hat die Gleichung
flz) = A

eine eindeutige Losung x.
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Aufgabe 3. Sei B C R? eine kompakte Teilmenge. Sei fz: R* — R die Funktion

r— fp(r) = /B(ZL" -y)? dvol(y)

(x -y = x1y1 + T2y + 3y;3 ist das Standard-Skalarprodukt).
(a) Berechnen Sie fy fiir den Wiirfel W = [—1,1]3
(b) Zeigen Sie: Ist das Innere von B nicht-leer, so ist fp(z) > 0 fir alle z # 0.

(c) B habe nicht-leeres Innere. Finden Sie eine Formel fiir die zweiten partiellen
Ableitungen hji,(z) = 0,0k fp(z) von fp und zeigen Sie, dass die Hesse-Matrix (h;i(z))
fiir alle # € R3 positiv definit ist.
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Aufgabe 4. Sei H, = >}'_, 1/k die n-te Partialsumme der harmonischen Reihe.
(a) Beweisen Sie, dass Y721 Hy = n(H, — 1) fiir allen = 2,3, .. ..

(b) Beweisen Sie die Formel

D+ D)

Hinweis: Die Eulersche Gamma-Funktion I': x — fooo t*=le=tdt ist differenzierbar fiir £ > 0 und
erfiillt T'(z + 1) = 2T'(z).

(c) Was ist der Grenzwert lim,, oo (Ha, — H,)? Hinweis: Schreiben Sie Ha,, — H,, als Riemann-
Summe.

(d) Beweisen Sie die Integralformel

1] — gn
Hn:/ ’ de, n=12,....
o 1—=



Analysis | & Il Prifung - Teil B ETH Zirich, 24. Januar 2022

Aufgabe 5. Sei g: R — R eine stetig differenzierbare Funktion, so dass g(¢ + 27) =
g(p) fiir alle ¢ € R. Sei C' die Menge der Punkte in R?, deren Polarkoordinaten die
Gleichung r = g(¢) erfiillen.

(a) Zeigen Sie, dass C eine C'-Parametrisierung ~: [0,27] — R? besitzt, so dass
v () # 0 fir alle ¢ € [0, 27] (Beweisen Sie, dass fiir Thre Parametrisierung ' wirklich
nie Null ist).

(b) Begriinden Sie die Formel L = [7 \/g(go)Q + ¢'(p)? dy fir die Bogenlange von C.

(c) Leiten Sie eine Formel fir den Flécheninhalt von der von C' begrenzten be-
schrankten Flache her.

(d) Berechnen Sie den Flicheninhalt aus (c) fir g(¢) = acos(p) + b mit 0 < a < b
(siehe Bild).

Die entsprechende Kurve C' heisst Limagon von Pascal (Etienne, dem Vater von Blaise).



