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myquadOl.py myquadO02.py myquadO03.py

1l import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt
3

4 # function to integrate

5 def myfunc(s, a):

5] res = 1./np.sqrt(l-a*np.sin(s)**2)
7 return res
8

9# let us plot it
10 x = np.linspace(Q,np.pi/2) # points in interval

11 fx = myfunc(x,a=np.pi/6) # evaluate function in points

12

13 plt.plot(x, fx)
14 plt.show()

15

myquad04.py

myquadO1.py myquad02.py myquad03.py

1import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt

3

4

5def Elam(x, t=1000.,cl = 3.7413*1E8, c2=1.4388*1E4):
6 res =cl/( x**5*(np.exp(c2/(x*t)) -1) )

7 return res

8

9x = np.linspace(0,10)

10 Ex = Elam(x)

11 #plt.plot(x,Ex)

12 #plt.show()

13

14ﬁr0m scipy.integrate import quad

15 t=1000.

16 c1 = 3.7413*1E8

17 ¢2=1.4388*1E4

18 res, err = quad(Elam,0, 20, args=(t,cl,c2))
19 print(res/t**4, err)

20 res, err = quad(Elam,@, np.infty, args=(t,cl,c2))
21 print(res/t**4, err)

22

23 def mpr(f,a,b,N):

24 t

25 1htegrates f from a to b with Midpoint Rule
26 f : function to integrate
27 a : left end

28 b : right end

29 N : number of subintervals
30 t

31 h = (b-a)/N

32 X = at+ h*np.arange(N)

ZiT t =h/2 +x

34 res = sum(f(t))*h

35 return(res)

36

37N = 50

38 print(mpr(Elam,0,20,N)/t**4)

39

40

myquad04.

myquad01.py myquad02.py myquad03.py myquad04.py

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3 from scipy.integrate import quad

4

5 # variable number of arguments

6 def mpr(f,a,b,N, args=()):

7

8 1ntegrates f from a to b with Midpoint Rule
9 f : function to integrate

10 a : left end

11 h : right end

12 N : number of subintervals

13 b

14 h = (b-a)/N

15 X = at+ h*np.arange(N)

16 t =h/2 +x

17 res = sum(f(t, *args))*h

18 return(res)
19|
20 def Elam(x, T=1000.,cl = 3.7413*1E8, c2=1.4388*1E4):
21 res =cl/( x**5*(np.exp(c2/(x*T)) -1) )
22 return res
23
24 T=1000.

25¢cl = 3.7413*1E8

26 c2=1.4388*1E4

27 res, err, info = quad(Elam,0, 20, args=(T,cl,c2),
full output=True)

28 print(res/T**4, err)

29 print('quad needs '+str(info['neval'])+' functions
evaluations')

30 res, err, info = quad(Elam,0, np.infty, args=(T,cl,c2),
full output=True)

31 print(res/T**4, err)

32 print('quad needs '+str(info['neval'])+' functions
evaluations')

33

34N = 50

35 print(mpr(Elam,0,20,N, args=(T,cl,c2))/T**4)

36

37



myquad0l1.py myquadO2.py myquad03.py myquad04.py §4(‘ F,O,L(a\, &UV QuGJ#a.th
1 import numpy as np \9 2502.2020
2 import matplotlib.pyplot as plt ('?0 Cl 3 O~ !7
3 from scipy.integrate import quad 111 A
4 # variable named humber of arguments - U T
5 A x . X‘_).-&L.
& def mpr(f,a,b,N, **kwargs): K,)"" x +_U’\
7 e x= %Ky
8 1ntegrates f from a to b with Midpoint Rule S ’PX\JK L§ g(_—x _*%L Olf ¥
9 f : function to integrate
10 : left end 7(‘)
11 right end

12 number of subintervals '24(”_@)\_& (::-\(‘QY‘V&L CO/ 4] : kq.,oqu &Ca\ ; ézwd\fi (La)

13

14 (b-a)/N

15 a+ h*np.arange(N) DN

16 h/2 + x Ce, 1)

17 res = sum(f(t, **kwargs))*h

18 return(res) Qqaéka_éuv ﬁcl/‘h\(/(_ auc CO( IX O'nc'(' I o o CCA'))é)O\H'JJQ(QJ)
19

20 def Elam(x, T=1000.,cl = 3.7413*1E8, c2=1.4388*1E4):

21 res =cl/( x**5*(np.exp(c2/(x*T)) -1) )

A 4
gg return res Z L}{) %(C()\ o~ l(o 5('6) 0H'—

= X O -=O Q

24 T=1000. iy
25 c1 = 3.7413*1E8 J A
26 c2=1.4388*1E4

27 res, err, info = quad(Elam,0, 20, args=(T,cl,c2?),

full output=True) F_Q/LIQY E(g) — 3(:(‘)4'(-— Z L?() g.( (,d.>

28 print(res/T**4, err)

29 print( 'quad needs '+str(info['neval'])+' functions ) d":—_1
evaluations"')

30 res, err, info = quad(Elam,®, np.infty, args=(T,cl,c2),
full output=True)

31 print(res/T**4, err) (

32 print( 'quad needs '+str(info['neval'])}+' functions . N )
gvalu;t?{:na'} ( : D &Q.h_. F-@L\ ey LSé (C"’\OQV (PN 8,

33

gg gr;ni?mpr{ﬂam,B,EE],M,Tzl@EIEI.,cl 3.7413*1E8, E( Ag + [5{»‘ \‘:— Ag(g) + B E(_J,),

c2=1.4388*1E4 )/T**4) F
36 #print(mpr(Elam,0,20,N, args=(T,cl,c2))/T**4) - Unlefcone
38
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def adaptquad(f,M,rtol,abstol):

..Uck_ﬂk 4)_,\{;4,,,,0 r».ﬂl ", 1-.{)51
~ né L
51 v ah—or’ T, 77(\(413 é’:

Wy 1

D

L@ﬂz_

= &

< @ ¥ " SA._
T — ~ lg/ XIL ‘)(&'4'4 )
5 2

A

4 & 2

o BB &
l ~ ~ ~ 0
24 q’b 25 Ty .

adaptive gquadrature using trapezoid and simpson rules

Arguments mp GAD L7 {8)% § X

vewmente o X Xq @[OS A, DAy q

f handle to function f 1 v v 1

; ) T \ 4N \ A} T ]

M initial mes

rtol :'.r.=_:L_ re tolerance for termination r\ U)( ;‘,l 7(,,)(_%] '_'

absto absolute tolerance for termination, necessary D in kase 18 exact
integral wvalue = 0, which renders a relative tglerance meanipgless

'n ]‘_70 4-# j"’w, P

. -9 T
\ h = diff(M) l'\-"/ EL‘” ;11411'1-, L'S] # cOmpute lengths of mesh inf 115

mp = 0.5+ M[:-1]+M[1:] ) # compute midpoint _J,_,,-_._L_,_,I_;;

fx = £(M); for = f{mp) # evaluate function at positions and
midpoints

trp_loc = h+( fx[:-1]+2+fm+fx[1:] }/4 # local trapezoid rule

— | gimp_loc= h#*{ fx[:-1]+d*fm+fx[1:] }/6 # local =impson rule

I = sum(simp_loc) # use simpson rule wvalue as
intermediate approximation for integral wvalue

est loc = abs{simp_lac - trp_loc) # difference of values obtained from
local COMpOS 3ite trapezoidal rule and local simpson rule is used as an estimate
for |1 local guadrature error

err_tot = sum(est_lac} # estimate for global error (sum
moduli of local error contributions)

f 1if estimated total error not below relative or absolute threshold, refine

'r-“hif err_tot > rtol#*abs(I) and err_tot > abstol:
refcells = nonzero{ est_loc » 0.9fsumlest_loc)/size(est_loc) ) [0]
I-= adaptquad{f snrt{append( ,mp[r fretisty . rtol,abatol % add
midpoints of intervalls with large ekror contributions, L:.‘:-'.'Ll:';'_:_‘:)
return I
if __name__ == '__main__ 6\06_ h\é‘/{
f = lambda x: exp(B+sin(2+pi*x)) = eren
#f = lambda x: 1.0/(le-d+x=x) -# l'hrev\fb'le r—d\,(z
M = arange(11.)/10 # 0, 0.1, r
rtol = le-6; abstol = le-10 D
I = adaptquad(f,M,rtol,abstol)
exact,e = integrate.quad(f,M[0],M[-1]) LFQI'SC Tl’ut Jruc FZIS(]

/I

print('adaptquad:',I, '"exact":',exact)

",abs(I-exact))

]

o

] Iy
’ Y

print{'error:

=)
2% |

Iyt tfve,,[e(,l,s] "L“"l”,, ™,

honrero = weldle "n J/H?’s—;ﬁo =) 1,2
[cbt Lz,tp fb‘r hontero . o) T

)’714”)"2.3>
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1 import numpy as np

2
' . 3 def
Cn J’ DC@\Q%S(‘OL\()L‘ .

.~

. ) 2
IR A A S O B A
[z 1 le, l<bl J&J (%/~1 df i?

y 15 def
NNy Vo M&wu/ﬁw;% o 7( -
18

fe“a,f. , o n 19
ZU - [ 6]
/\ gl

22

|.28.02.2020 | gg

2
COJQ- 27
28
29
30
31 def
32
33
34
35
36
37
38

trapy(f, a, b, N):
quadrature via trapezoidal rule
f: function to integrate
a: left end of interval
b: right end of interval
N: number of intervals
X, h = np.linspace(a,b,N+1, retstep=True)
res = 0.5*%h*(f(x[0]) + 2*np.sum{f{x[l:-1]}}|+f{x[-1]} )
return(res)

simpson(f, a, b, N):

Simpson quadrature of function T from a to b with N subintervals.

T: Function f(x)
a, b: Bounds of the integration interval
N: Number of subintervals

X, h = np.linspace(a, b, 2*N+1, retstep=True)

# quadrature weights:

# boundary nodes: w=1/3

# internal nodes: w=2/3

# midpoint nodes: w=4/3

res = h/3.0 * np.sum(f(x[:-2:2]) + 4.0*F(x[1:-1:2]) + F(x[2::2]1))
return(res)

ZzZ (%) :

a=(1./3.)%*%0.3

# = (1./2.)%*%0.3

p=1.

y = np.abs(np.cos(10*x)-a)**(p*0.5)
#z = abs(x-b)**(p*0.5)

return y
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38

39 def gg(x):

10
11
12
13
14
45
16
47
18
19
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
70
71
72
73
74
75

if

~_nhame_ ==

a = 1/np.sqrt(2.)

b = 1/np.sqrt(3)

res = 0,

p=2.5

F = 8.#20.

y = (np.abs(np.sin(F*x)-b))**p; y /= p
res =y

#res = 1.0 / (1.0 + (5*res)*1)

#1iT x=0: res += x
#else: res += -Xx
return res

~ main
from scipy import integrate

# Define a function and an interval:

#f = lambda x: 1.0 / (1.0 + (5*x)**2) # better than expecetd
#T gg # worse than expected for simpson

T = zz # disaster of expectations

left = -1.0

right = 1.0

# Exact integration with scipy.integrate.quad:
print( ' --------- o ")
print( 'ntegrate.quad gives:"')
rezquad = integrate.quad(f, left,
#rezquad = integrate.quad(T, left,
exact = rezquad[0O]

e = rezquad[1]

neval = rezquad[Z][ neval']
print('with ',neval,' function evaluations')

if len(rezquad) == 4: print('WARNING:\n', rezquad[3])
print('vaule =',exact, ' estimated error = ', e)
print( ' ----------c i ")

right, limit= 100, full output=True)
right, full output=True)

76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
0o
01
02
83
04
B85
06
a7

08
na

# Simpson and trapezoidal rules for different number of quadrature points
N = np.arange(2, 301)
res = np.zeros(np.size(N))
res T = np.zeros(np.size(N))
for 1, n in enumerate(N):
res[i] = simpson(f, left, right, n)
res T[i] = trapy(f, left, right, 2*n)

err = np.abs(res - exact)
err T = np.abs(res T - exact)

#print err

# Linear fit to determine convergence order

#p = polyfit(log(N[-50:]), log(err[-50:1), 1)

p = np.polyfit(np.log(N[20:]), np.log(err[20:]), 1)
print(("Convergence order Simpson: %f" % -p[0]))

p = np.polyfit(np.log(N[50:]), np.log(err T[50:]), 1)
print(("Convergence order Trapez: %f" % -p[0]))
print('----------- e ")

from pylab import loglog, show, plot, figure, legend
figure()

X = np.linspace(left, right, N[-1])

plot(x, f(x))

show( )

figure()

loglog(N,err, "x', label='Simpson")

loglog(N, err T,'v', label='Trapez')

loglog(N,1./N**2, label="S1/N"25")

loglog(N, 1./N**3, label = 's1/N"3s")

loglog(N, 1./N**4, label="$1/N"45")
()

legend
show( )
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Priifung
Numerische Methoden D-PHYS, WS 2019/2020 a) Im File quadrature.py implementieren Sie die Funktion simpson(f,a,b,N). Da-
J bei sollen die integrierende Funktion f, die untere und obene Grenzen a und b

und die Anzahl N der Teilintervalle in der zusammengesetzten Regel eingegeben
werden. Die Funktion soll das Wert I ausgeben.

1. (8 Punkte) Simpsonregel

Wir wollen die zusammengesetzte Simpsonregel verwenden, um das Integral

dabei sollen die Quadratwrregel quadrature_rule, die integrierende Funktion f
und das genaue Wert exact ihres Integrals eingegeben werden. Die Funktion
von fi(x), i = 1,2 auf N Teilintervallen oder mit n Funktionsauswertungen zu be- quadrature_errr soll den Fehler error und die Anzahl Teilintervalle n_chunks=
rechnen. 2¥ mit k € {3,...,9} ausgeben.
Die zwei Funktionen sind durch Hinweis: Die Funktion enumerate kann niitzlich sein.

1 b] Schreiben Sie die Funktion quadrature_errr(quadrature_rule, f, exact);
I=/ fi(x)dx
0

(1) c) Welche Konvergenzordnung beobachtet man fiir jede der zwei Funktionen? Er-
klidren Sie die beobachteten /erwarteten Ergebnisse.

falx) := r3

gebeben.

C> G §4 be@ ,o(roll-éfp\ X ( O(L\L,)

([ erwarbtesn \

4

" /.l;r {1 béOloOxOLlTQ% \)Uc‘r OU/\>
0.0 - ‘ —Elfx:I::c;zr‘ \x/(,‘Y ' \X/&Ve-ol/\ /LQ @[7& CL)_(LQJ/\

T T 1 1 T T
0.0 0.2 0.4 0.e 0.8 1.0

o f(:jy 44 O[Lﬁ) yko\ ,(;4 g(q('(' (Ngli

Abbildung 1 — Die Funktionen f; und fs. A [ é, ?[
v W4, ) O Un al;
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1# -*- coding: utf-8 -*-

2 from sympy import *

3 import numpy as np

4 import matplotlib.pyplot as plt

5

6def T1(x):

7 return 1.0 / (1.0 + 4.0%x**2)

8

9 def T2(x):

10 return (x)**(1./3.)

11

12 def simpson(f, a, b, N):

13 """Approximiert das Integral von "f° mit der Simpsonregel.
14

15 Input:

16 f Funktion f(x) welche integiert werden soll.

17 a, b untere/obere Grenze des Integrals.

18 N : Anzahl Teilintervalle in der zusammengesetzten
19 Simpsonregel.

2& mammn

21 ¥, h = np.linspace(a, b, 2*N+1, retstep=True)
22 I =nh/3.0%* np.sum(f(x[:-2:2]) + 4.0*%F(x[1:-1:2]) + T(x[2::2]))
23

24 return I

25

26 def guadrature error(quadrature rule, f, exact):

27 """Berechnet den Fehler und die Konvergenzrate.

28

29 Input:

30 quadrature_rule : Quadraturformel welche verwendet werden soll. Die

31 Funktion hat die gleiche Signature wie “simpson” und
32 “trapezoid’.

33

34 f : Funktion welche integriert werden soll. In der Aufgabe
35 heissen sie "fl1° und “f2°.

36

37 exact : Exakte Referenzldsung des Integrals.

38

39 Output:

40 errors : Fehler der Quadraturformel mit "n_chunks® Teilintervallen.
41 n_chunks : Anzahl Teilintervalle.

42 e

43

44 n_chunks = 2**npp.arange(3,10)

45 errors = np.empty(n_chunks.shape)

46

47 for i, N in enumerate(n_chunks):

48 approx = quadrature rule(f, @., 1., N)

49 errors[i] = np.abs(approx - exact)

50

51 return errors, n_chunks
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from numpy import arange, diag, sqrt
from numpy.linalg import eigh

def gaussquad(n):

r
Compute nodes and weights for Gauss-Legendre quadrature.

0\& E‘41(>

n: Number of node-weight pairs

arange(n) #i = array([0,1,...,n-1])

(i+1) / sqrt(4*(i+1)**2 - 1)

i
b
# now we generate the matrix; 1t 1s symmetric

J = diag(b, -1) + diag(b, 1)

# 1n order to find the eigenvalues we can use elgh since J 1s symmetric
x, ev = eigh(J)

# finally, we apply the formula for the weights

w=2% ev[0,:]*+*2

return x, w

1]

1]

13

17]

19

from sympy import *

X Symbol("x"

Symbol("n", positive=True)

# First we generate two streams of symbols corresponding to knots and weights
xigen = numbered_symbols(prefix="xi", start=1)

omegagen = numbered_symbols(prefix="omega", start=1)

In this case, two knots and two

n

# Now we specify how many parameters we need.

weights. Therefore we set N = 2
N =2 # Choose <= 3
xis = [ next(xigen) for i in range(N) ]

wis [ next(omegagen) for i in range(N) ]

# Using sympy one can perform simple symbolic integrations, which deliver the
exact result.

# In order to do this we use the function "lIntegrate"

# For every n in the interval [0, 2*N-1] we set the condition that the result of

the numerical integration
#be equal to the analytical wvalue

eqns = [ integrate(x*#*n, (x, -1, 1)) - (sum([wi*xi**n for xi,wi in
zip(xis,wis)])) for n in range(2*N)]
pprint(eqgns)

# Therefore we get a system of equations which we need to solve:
#we set eqns = 0 and find the corresponding knots and weights
sols = solve(eqns, numerical=True)

pprint(sols)

oA
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Priifung
Numerische Methoden D-PHYS, FS 2018

2. (8 Punkte) Lobatto-Quadratur

Lobatto-Quadraturformeln besitzen die maximale Ordnung unter jenen Quadraturfor-
meln, die die Intervallendpunkte als Knoten haben:

(b;, ;)i mit ¢; = 0, ¢; = 1 der Ordnung 2s — 2.

a) Geben Sie die Lobatto-Quadraturformeln der Ordnungen 2 und 4 an (s = 2 und
s =3).

b) Berechnen Sie die Knoten und Gewichte der Lobatto-Quadraturformel der Ord-
nung 6 (s = 4).

Hint: : Die Berechnung vereinfacht sich, wenn Sie verwenden, dass die gesuchte
Quadraturformel symmetrisch ist.

&) p=2 = Ovdnury 222=2

{l/

2.\<:'VIO€G'Y\ ,CDT;O [,1:1 b’-’/—b

]

D=3 =) OVAW‘”D 2:5- 2= L

Cp= 0 e — 4 —
C
/] 2

C A
gcﬂ\?/ﬁg(g)ﬂ: C/-_)_’"_//Z

A) N=1yY e tey. =) (-)roovzb‘ 2-bL_>

L)}

QF S'&[’Imhﬂg,'('l/(\ﬁoé\ L C0/7lj

—

—

4
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QF La{ OI’(quﬂﬁ £ =) e(le Pb(7-‘”o7046

nys G\V&J S  Lralf foeﬁ rier from scipy import optimize
m bl b Joy Q import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

o Gkaa( def f(v):
PO{LDH w e o x = v[0]; y=v[l]; z = v[2]
L rl = x+y-0.5
L, + b, 465 #2421 r2 = x+ yx(z¥x2 + (1-z)%+2) - 1./3.
oo / r3 = x + yx(z*¥*4 +(1-z)%x4) - 1./5.
5 c ‘ + ?; - - +4, .1 Z, 1 - S 1LJ;< res = np.array([rl,r2,r3])
e v 505 " ~ 3 o return res
S G 75, y 1 ﬁ b1,b2, c2 = optimize.fsolve(f,[0.24, 0.25, 0.3])
X LL ¢ L + L C> + éz, A — = g o JZ print (bl,b2,c2)
L > J # 0.0833333333326 0.416666666667 0.276393202253
=) Sa slen. y
54 'f"éb:' “2
2 /
LLLL AL (41-¢ ] +é>17«~§
1 L _ A
(9,2/ C + Lp(lf"c(_/) + L4 - 5
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Beispiel 2.1.23. (Lorenz-System)

Die autonome Differentialgleichung

A/LUVM Logo‘na i=o(y—uz),

Lia VUV j=x(p—2)—1vy, (2.1.10)
=xy— Pz,
N\
it D = R* und Konstanten o, p, 5 € RT ist das typische Beispiel eines chaotis-
chen Systems. Kleine Mess- oder Rundungstehler wirken sich in unvorhersehbaren

Evolutionen.

— w-[0,1, 105
— § =[le-05, 1,1.05]

4 D D/ Abb. 2.1.24. Zwei Losungskurven des Lorenz-Systems fiir o = 10, p = 28, 3 = 8/3.
o

%Z
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5. (8 Punkte): Modifizierte Euler Verfahren

a) Begriinden Sie das modifizierte explizite Euler-Verfahren

i
=1, + r_;.lr['llu HH}

(9)

und das moedifizierte implizite Euler-Verfahre

! /
w = yn + r—;.f[ﬂ',” + é: 'H’J'
- f: [l[}}
Yni1 = Yo + 1S (tn + 5, w)

als Polvgonzugverfahren zur munerischen Lisung einer gewdhnlicher Differential-

gleichung
0= [flt.y). ({ L
: g ut -

Qkﬂ @(;:> ’ - E; Qﬂf%" 44;_
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Abb. 2.1.16. Richtungsfeld und Losungskurven der Gleichung (2.1.6) fiir ov, 7 = 5

Yo =y(t) -
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Die Differentialgleichung fiir den Auslenkungswinkel & des invertierten Federpendels im Bild

15t

i g9 .-
0 = ”-;_LBH 7 sinf . (4)

P

Abbildung 2 - Federpendel.

Die physikalischen Konstanten sind im File angegeben. Die Endzeit ist im Folgenden T' =
1000.

a)

b)

Schreiben Sie die Gleichung als Hamilton-Svstem und geben Sie die Hamilton Funktion
an.

Benutzen Sie das Hamilton-System, um die Gleichung mit N = 5000 Zeitschritten des
Stormer-Verlet Verfahrens zu losen.

Hinweis: das Stromer-Verlet Verfahren kann auch als Splitting Verfahren verstan-
den werden. Damit kinnen die implementierte Funktionen Approximate, splitting,
eplitting step und integrate niitzlich sein.

Benutzen Sie das Hamilton-System, um die Gleichung mit N = 2500 Zeitschritten eines
svmplektischen partitionierten Runge-Kutta (spREK) Verfahren der Ordnung 6 zu lisen.

Plotten Sie in linlog-Skala die Abweichungen der Totalenergie fiir die Approximationen
aus (b) und (c¢). Im template Federpendel. py wird das Plot fiir ode45 bereits gegeben.
Erklaren Sie das beobachtete Verhalten fitr alle drei Methoden.

Hinweis: Die Funktion semilogy unter matplotlib.pyplot kann niitzlich sein.

Schreiben Sie welcher dieser drei Losungen Sie am meisten und welcher Sie am wenigsten
trauen und begriinden Sie Thre Wahl.

V)
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a) Schreiben Sie das explizite Euler Verfahren und die implizite Mittelpunktsregel
als Runge-Kutta Verfahren; geben Sie die entsprechenden Butcher-Tabellen an.

b) Programmieren Sie die Methoden von (a) als Runge-Kutta Verfahren. Verwenden
Sie diese, um jewells eine numerische Approximation mit N = 100 aquidistanten
Zettschritte an der Losung der Gleichung

g = y(t)—2sin(t), € [0,4],
yl) = 1.

zu berechnen und zu ploten.

¢) Verwenden Sie Ihren Code, un die entsprechenden Konvergenzordungen dieser
zwel Methoden empirisch zu finden; ploten Sie dabei den Fehler und Referenzkur-
ven. Die exakte Losung st y(t) = cos(t) + sin(f).
Hinweis: Benutzen Sie die folgenden Schrittanzahl N = 2% mit k=5,..., 1L




\)VL-L o e A(\45 0[6 Rl 5 ké['é(‘"?
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5. (& Punkte): Modifizierte Euler Verfahren

a) Begriinden Sie das modifizierte explizite Euler-Verfahren

o,
W=y + ;fi_?u- Yn)

(b~ EE) W= g 4 b Ng,
P = Dot W AW =7t (9,42 Ay )

. I
Yn+1 = Wn + Rf{En + ,—:-w]

und das modifizierte implizite Euler-Verfahren

h h
= Wy + ?f”rl. + Bt ”’1)
2 2 (6)

- o . *
! &+, 4 Q\'a,h.(, ‘Z>\2h = (14 I ¢ (6 -.Z’ng\
er|.-|-|. =]_,I'r|_+litf|:_fr|.+§-”;:| g(,%\: 4 "l’ 2‘ +‘ -—4—- L"/
v

als Polygonzupverfabren sur mumerischen Lisung einer pewtholicher Differentialplei-
chung

b= 1lty). : ) h )
Q”' & W= G4 — >\W o}kd" -,-/))"v*.: gt =)
b) Beweisen Sie, dass das modifizierte implizite Euler-Verfahren identisch mit der implizi- 2 L

ten Mittelpunktsrepel ist.

c¢) Finden Sie die Stabilititsfunktionen der beiden modifizierten Euler-Verfahren. /
d) Bestimmen Sie empirisch die Konvergenzrate der beiden Euler-Verfabren indem Sie die =l Wz ‘?1\ O)
Differentialgleichung /I p— 5 /\

y= —sin(t) + My — cos({]), te[0,2] (7) /1‘(' i }\ L\

P
mit dem Startwert (1) = 1 bis zuer Endzeit T = 2 fir A = —10 lésen. Die exakte '-J 7 —+ lq }\ 7 =\ ? ol ?
Lisung ist y(f) = cos(f). Nty bt L ha Mt A \ L\ ke
Himweis: 5ie kiomen die Funktion compute_error im File Modified Euler.py benut- 1— 2 /\ 1— L /
zen, wn den Fehler zu berechnen. 4 y
e) DBetrachten Sie die mit dem modifizierten expliziten und modifizierten impliziten Euler 4 -+ "): +
Verfahren berechneten Lésungen dieser Gleichung fiir A = —2100 mit N fquidistanten ) S ("&,) - —_—

Schritten bis zur Endzeit T = 2.

(i) Plotten Sie die zwei Losungen fir ¥ = 1000 und erkliren Sie das beobachtete
Verhalten,

{ii) Ab welchen N beobachten Sie einen Fehler zur Endzeit T = 2 kleiner als 10~ fiir
beide Verfahren?
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3. (& Punkte) Niwchtlineares System

1.0 . S
Das nichtlineare Gleichunpssystem 25 ..--*"'"“"l == fix, =0 _
I d--.n--l'"--'---. ———— g:x }'IJ
e (f) B sin ("r 2+ 4y” ) B () 2047 == ==eealll] 14
) 2 4y — dsin®(mz) + 1 ' 1.5 4 ___,.-.-.-.-.. e S LH i
# - -'”‘--._h- =
. . 1.0 4 = b
ist zu losen. I'r“_..--‘ 1
4 9
a) Implementieren Sie im File Nullstellensuche.py die Funktion F, deren Nullstellen 0.5 1 d : ‘\‘ N
wir suchen, und die Ableitung DF. so dass diese mit nunpy .array arbeiten kbnnen; 0.0 1 % 1 ¥
pES v P -
b) Implementieren Sie ein Newton-Verfahren in B2 in =0.3 IS =T
newton({x0, F, DF, rtol, maxiter) in Nullstellensuche.py, wobei =1.0 4 "‘"'-.___h _d__,.--""
- P = -
o x0 der Initialwert, =154 %= e pem
o F die Funktion F, 20+ LTon ¥ mE s ———— =TT =+
o DF die Ableitung DF, 35 ] P e e e ===
e rtol die relative Toleranes, - e e
-3.0 . ' - omE ' - T . ! -
e maxiter die maximale Anzahl Tterationen, -30 -25 -2.0 -15 -1.0 =05 00 0% 1o 15 20 25 3.0

sind. Die Funktion newton soll die approximierte Lisung und die Anzahl bendtigten
[terationen zurickpgeben.

Abbildung 1 — Die Nullstellen von [ umd g
Hinweis: Die Funktion np.linalg. solve kann niitzlich sein i e Nullstellen von fund g

o) Schanen Sie sich die Figur nu. Hier sind dra Nullstellen eingeseichnet .
(il Finden Sie eine A pproximation anaz mit der Funktion fsolve ansscipy.optinize;
(i) Finden Sie einen Startwert x7, so dess das Newton-Verfahren mit Initialwert o
in maximal 100 Schritten mit relativer Toleranz tal = 107 owr eingezeichneter
MNullstelle oz konvergiert;
{iii} Fiw salchen Startwert ;) geben Sie .rerj*"““ alewtem - Eiahe iy d die verwendete
Anzhal Mewton-Schritte &V in folgender Form ans

Start : .1'5,

feolve : ol
Newton : ﬂlli."ﬂ.l.'Hlll
F Fl:ﬂllﬂ.l.‘ll:lll 3

Iterationen :

Hinweis: zur Verfigung steht neben das Template Hullatellensuche. py auch das File
plot_contour. py. das die _-ilml:uillluug;_:ﬂwriﬂ't und nicht modifiziert werden muss,
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. (8 Punikte) Ausgleichsrechnung )
oron | A= G
2
Sel das Naturgesetz pla g?,}ﬁ
(=
flt) = xosin(2mt) + xy cos(2mt) + xasin(272t) + x4 cos(2w2t) .
Um die Konstanten xy.....r; zu bestimmen, werden es 21 Aquidistante Messungen Q —\T\ q’é
zwischen () und 1 gemacht. die Ergebnisse (¢ sind im Templatefile, A. L—— L =) A— S = k O
— _,_/7 — &/ =T =
a) Formulieren Sie ein Ausgleichsproblem zur Bestimmung von xy, . . . rj. « - \/)

b) Losen Sie dieses Ausgleichsproblem fiir die Daten im Templatefile mittels Nor- /AT k Sla"-n -,,,.a/*f{SULs

malengleichung, QR-Zerlegung und mit Standardsoftware aus numpy. Geben Sie =

jeweils das Ergebnis g, . .. .r3 und das Quadrat der Enklidischer Norm des Resi-

dumms ans.
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~ (27 {'53 X, F oo (i ¥y Xy 4 ’”"”"”)ZFJ> Nt con (257 2%) Xy = Z"a'
)EO) ey M-
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