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Serie 10
Lösbarkeit durch Radikale, Norm

1. Zeigen Sie, dass L|Q eine radikale Körpererweiterung ist.

(a) L = Q(
5
√

1 +
√

3)

(b) L = Q(
3
√

1−
√

5,
7
√√

2 +
√

3)

2. Sei E|K eine endliche Galoiserweiterung mit Galoisgruppe G := Gal(E|K). Für
x ∈ E ist die Norm N von x als

N(x) :=
∏
σ∈G

σ(x)

definiert. Zeigen Sie, dass

(a) N(E) ⊂ K, und

(b) N(xy) = N(x)N(y).

Berechnen Sie N für E = Q(i) und E = Q(
√

2) als Körpererweiterungen von
K = Q.

3. Zeigen Sie, dass die folgenden Gleichungen durch Radikale lösbar sind (ohne diese
zu lösen):

(a) X4 − 2X2 − 21 = 0,

(b) X6 − 2X3 − 2 = 0.

4. Zeigen Sie, dass X5− p2X − p ∈ Q[X] mit p prim nicht durch Radikale lösbar ist.

5. Zeigen Sie, dass die Galoisgruppe von

f(X) = (X2 + 4)(X − 2)(X − 4) · · · (X − 2(p− 2)) + 2 ∈ Q(X)

mit p prim gleich Sp ist.

6. (Hilbert 90) Angenommen E|K ist eine (endliche) Galoiserweiterung mit G :=
Gal(E|K) zyklisch. Sei σ ∈ G ein Erzeuger. Zeigen Sie, dass N(u) = 1 genau
dann, wenn ein z ∈ E× existiert mit zσ(z)−1 = u.

Hinweis für =⇒: Sei G = {id, σ, . . . , σn−1}. Definieren Sie δ0, δ1, . . . , δn−1, so dass
σ(δi) = u−1δi+1 für 0 6 i 6 n− 2 und δn−1 = 1. Wählen Sie y ∈ E und definieren
Sie z := δ0y + δ1σ(y) + . . .+ δn−1σ

n−1(y).
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