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Serie 3

Körpererweiterungen und Zerfällungskörper

1. Es seien a, b ∈ Q rationale Zahlen für die f = X2 + a und g = X2 + b irreduzibel
über Q sind. Zeigen Sie, dass die Zerfällungskörper von f und g genau dann
isomorph sind, wenn a

b
ein Quadrat in Q ist.

2. Sei p eine Primzahl ungleich 2 und 5. Zeigen Sie, dass von den natürlichen Zah-
len, die nur Einsen in ihrer Dezimaldarstellung haben, d.h. 1, 11, 111, 1111, . . .,
mindestens eine durch p teilbar ist.

3. Seien L1|K1 und L2|K2 zwei endliche Körpererweiterungen und ϕ : L1 → L2 ein
Isomorphismus von Körpern mit ϕ(K1) = K2. Zeigen Sie, dass [L1 : K1] = [L2 :
K2].

4. Sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass

(p− 1)! + 1 ≡ 0 (mod p),

indem Sie Xp−1 − 1 über Fp faktorisieren.

5. Sei f = X3 −X + 1 ∈ F3[X].

(a) Zeigen Sie, dass f irreduzibel in F3[X] ist.

(b) Zeigen Sie, dass falls E ein Zerfällungskörper von f ist und ρ ∈ E eine
Nullstelle von f , so auch ρ+ 1 und ρ− 1.

(c) Konstruieren Sie einen Zerfällungskörper von f und berechnen Sie explizit
das Produkt zweier beliebiger Elemente in diesem Zerfällungskörper.

(d) Beschreiben Sie explizit die Wirkung von Gal(E|F3) auf die Elemente von E.

6. Sei p eine Primzahl.

(a) Zeigen Sie, dass ein Element der Ordnung p in Sp ein p-Zykel ist.

(b) Zeigen Sie, dass eine Transposition und ein p-Zykel Sp erzeugen.
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