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Prof. Marc Burger

Losung 12

KREISTEILUNGSPOLYNOME

1. Sei p eine ungerade Primzahl. Zeigen Sie, dass es genau eine Zwischenerweiterung
Q C L C Qp] gibt mit [L: Q] = 2.

2. Zeigen Sie, dass ®Pg(X) = X* + 1 gilt, und dass ®g reduzibel in F,[X] fiir jede
Primzahl p ist.

3. Zeigen Sie, dass
(Z)2"7)" = 7./27 x (Z/2T_QZ)

fir r > 2.

4. Sei f € K[X] ein separables Polynom, g € K[X] ein irreduzibler Faktor sowie
K C L C F, wobei F' bzw. L ein Zerfallungskorper von f bzw. g sind. Zeigen Sie,
dass Gal(F|K) transitiv auf R(g) wirkt.

Losung: Seien o und (8 Nullstellen von ¢g in L. Da f separabel ist hat g nur
verschiedene Nullstellen. Nach Korollar I1.23 existiert ¢ : L — L mit ¢(«) =  und
¢ erweitert die Identitdt auf K. Da sowohl F' als auch L normale Erweiterungen
sind folgt aus Theorem 11.26, dass der Homomorphismus Gal(F|K) — Gal(L|K)
surjektiv ist. Damit existiert ® € Gal(F|K) der eingeschrinkt auf L gleich ¢ ist.
Daraus folgt, ®(a) = p(«) = 3, was zu zeigen war.

5. Sei p eine Primzahl und r > 1. Zeigen Sie, dass

T®) 1
P (T) = ey 7

Lésung: Wir bemerken zuniichst, dass die rechte Seite gleich ®,(T%") ist. Wir
machen eine Induktion tiber 7. Fiir r = 1 ist die Aussage bewiesen (siehe Algebra
1, Serie 13, Aufgabe 6 (f)). Es gilt

Hd\pr q>PT (T) TpT —1

@ r(T) — - — .
' Hd\pr,d<pr ©pr (T) k:%) ®,(T)
Nun wenden wir die Induktionsannahme an und erhalten fiir alle k =1,...,r —1
™ -1
Cp(T) = e —7-



Das Produkt im obigen Nenner vereinfacht sich also zu
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was zU zeigen war.

. Zeigen Sie, dass @, (X) € Q[X] irreduzibel ist.

Hinweis: Wenden Sie das Eisensteinkriterium auf ®,-(X + 1) an.
Léosung: Aus Aufgabe 5 wissen wir bereits, dass

Py (X) = p(XP)

Wir wollen das Eisensteinkriterium mit der Primzahl p auf @, (X + 1) anwenden.
Es ist

X1 (XM 1) -1 1
O, (X +1) = ((Xpr—l_:_ 1)) T = ( X;_? modp = X? @Y mod p.

Daraus folgt, dass p alle Koeffizienten ausser den Leitkoeffizienten teilt. Es bleibt
zu zeigen, dass p? nicht den konstanten Koeffizienten ag von @, (X + 1) teilt. Es
ist ag = @pr(04+1) = Opr(1) = (1) = P20 1 = p, und damit teilt p? nicht aq
und wir haben gezeigt, dass ®,-(X) irreduzibel ist.



