D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2021
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Semesterendtest

Dieser Test dient der Selbsteinschatzung. Alle Aufgaben sind online auf https://echo.
ethz.ch zu losen. Schicken Sie Thre Losung bis spatestens Mittwoch, 12. Januar um
14:00 Uhr ab.

1. Gegeben seien die beiden Matrizen

2 1 —1 0 —1
A=|-3 -1 2 und B=111 1
1 1 —1 2 1 To

Fiir welche beiden reellen Zahlen x; und x, gilt B = A~1?

(a) 21 =1 und z5 = 1.

(¢) x1 =1 und zy = —1.

)

(b) zy = —1 und x5 = 1.
)
)

(d) z; = —1 und zy = —1.

2. Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b, wobei
A= (a(l) caW a(”)) e R™™ mit Spaltenvektoren «¥ € R™ firi =1,2,3,...,n

und '
b e R™ mit b ¢ span{a(l), - ,a(’),...,a(”)}.

Dann existiert keine Losung x zum Gleichungssystem Ax = b.
(a) Richtig.
(b) Falsch.

3. Es sei die 3 x 4-Matrix A € R3** gegeben durch

21 -1 2
A=1(1 0 -1 0
3 1 -2 2

Dann ist eine Basis 8 des Unterraums ker(A) = {z | Az = 0} gegeben durch ...
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(d) 8=

4. Welche der folgenden drei Vektoren vy, vo und vz sind jeweils linear unabhéangig?

1
(a) v = 2
3
0
(b) V1 = 2
3
1
(c) v =12
3

5. Betrachten Sie den Vektorraum F := F(R,R) der Funktionen R — R in der Variablen

—_ =

W = N
S~ o~

, U2 =

x mit der Addition

O~ = =

, U2 =

, U2 =

1
0
-1
0

0
2
3

1

w o =

(f+9)(z) = f(x)+g(x) fur alle f,g € F

, U3

, U3

, U3 =

und der skalaren Multiplikation

Darin enthalten sind fiir alle n € Ny die Unterrdume

der Polynome mit Grad < n in der Variablen x.

Es gilt:

Po(z):={ag+ax+ ...+ a2 | a; € R}

1

w O

w N O w O

(Af)(z) .= Af(z) fir alle f € F und alle A € R.




(a) Die Dimension des Unterraums P, (z) ist n + 1.

(b) Die Sinusfunktion sin(x) ist Element von F, das heisst sin(x) € F, aber liegt in keinem
der Unterrdume P, (x), was heisst, dass sin(z) ¢ P, (z) fir alle n € Ny.

(c) Die Sinusfunktion sin(z) und die Cosinusfunktion cos(z) sind linear abhéngige Vektoren

in F.
(d) 1,sin*(z), cos?(x) sind linear abhingige Vektoren in F.

(e) Sind zwei Polynome p(z) und ¢(z) linear unabhéngig, so sind auch die Polynome zp(x)
und zq(z) linear unabhéngig.

(f) Der Untervektorraum V' = span{sin(x)} schneidet den Unterraum Ps(z) nur in 0, oder
formal

V NPs(x) ={0}
und es gilt
dim (Span{sin(x), 1,2z, 2% 1:3}) =5.

(g) Die Abbildung A: F — R, f — f(1) ist linear.

6. Gegeben sei die 7 x 7-Matrix

s

Il
SO O o= OO
S OO OO OO
_ o O O o oo
SO = OO O o o
OO O OO o
SO OO O+~ Oo
SO R OO oo

Dann gilt:
(a) A ist orthogonal.
(b) A ist nicht orthogonal.
7. Es sei n € N eine natiirliche Zahl mit n > 2 und I,, die n x n-Einheitsmatrix. Weiter
seien A eine n x n-Matrix, u,v € R" zwei Vektoren und es gelte
A? =21, und Au = v.

Dann folgt:



(a) Die Determinante det(A) von A ist entweder —/2" oder v/2". Andere Werte fiir det(A)
sind nicht moglich.

(b) Das lineare Gleichungssystem Ax = u hat die Losung © = %v.

8. Bestimmen Sie die Determinante det(A) der Matrix

(a) det(A) =0.
(b) det(A) = —1.

(c) det(A) =2.

9. Gegeben seien zwei Matrizen A und B aus R™™" mit n > 1.
Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?

(a) Es gilt det(A + B) = det(A) + det(B).
(b) Es gilt det(AB) = det(A) det(B).

(c) Aus det(A) # 0 folgt, dass die Spaltenvektoren a™V,... a® ... a™ von A linear
unabhéangig sind.

(d) Es gilt det(AB) = det(BA).

)
(e) Fiir jede von Null verschiedene reelle Zahl A gilt det(AA) = Adet(A).
(f) Es gilt det(A) = det(AT), wobei AT die Transponierte von A bezeichnet.
)

(g) Fir jede von Null verschiedene reelle Zahl A gilt det(AA) = A" det(A).



