
D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2021
Prof. Dr. N. Hungerbühler

Lösung Serie 3

Aufgabe 1 ist online auf https://echo.ethz.ch zu lösen. Schicken Sie Ihre Lösung bis
spätestens Freitag, 22. Oktober um 14:00 Uhr ab.
Die schriftlichen Aufgaben können Sie am selben Tag in Ihrer Übungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s01.

1. Gegeben seien die Matrix

A =




1 3 −1
1 −1 2
0 4 −3




und der Vektor

b =



b1
b2
b3


 .

Für welche Werte b1, b2, b3 ∈ R ist das LGS Ax = b lösbar?

(a) Für alle b1, b2, b3 ∈ R.

(b) Für keine b1, b2, b3 ∈ R.

(c) Für alle b1, b2, b3 ∈ R mit b3 + b2 − b1 = 0.

(d) Für alle b1, b2, b3 ∈ R mit b3 + b2 − b1 6= 0.

(e) Das lässt sich nicht entscheiden.

Lösung: Korrekt ist nur (c), da:

(a) Für alle b1, b2, b3 ∈ R.

Falsch. Z.B. existiert für keinen der drei Vektoren b ∈








1
0
0


 ,




0
1
0


 ,




0
0
1





 eine

Lösung.

1

https://echo.ethz.ch
https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s01


(b) Für keine b1, b2, b3 ∈ R.

Falsch. Für b =




0
0
0


 existiert immer mindestens die Lösung x =




0
0
0


.

Eine andere Argumentation: Setzt man in Ax = b irgendetwas für x ein, so erhält man
einen Vektor b für den dieses x eine Lösung ist.

X (c) Für alle b1, b2, b3 ∈ R mit b3 + b2 − b1 = 0.

(d) Für alle b1, b2, b3 ∈ R mit b3 + b2 − b1 6= 0.

Falsch. Nimmt man für b den Nullvektor, so existiert mit x =




0
0
0


 eine Lösung, aber

b1 = b2 = b3 = 0 wird durch die Ungleichung b3 + b2 − b1 6= 0 ausgeschlossen.

(e) Das lässt sich nicht entscheiden.

Mit dem Gauss-Verfahren erhalten wir für x =



x1

x2

x3


:

x1 x2 x3 1
1 3 −1 b1
1 −1 2 b2
0 4 −3 b3

2. Zeile−1. Zeile−→
x1 x2 x3 1
1 3 −1 b1
0 −4 3 b2 − b1
0 4 −3 b3

3. Zeile+2. Zeile−→
x1 x2 x3 1
1 3 −1 b1
0 −4 3 b2 − b1
0 0 0 b3 + b2 − b1

(∗).

Also gibt es eine Lösung für alle b1, b2, b3 mit b3 + b2− b1 = 0 (aus der 3. Zeile von (∗)
ersichtlich).

2. Ebenenschnitt

(a) Für welche Werte von t schneiden sich die vier im untenstehenden Gleichungssystem
gegebenen Ebenen im R3?

y + z = 0
2x − y + z = 0
x + y = 2t

2(x − y) + t(z + 1) = 0.

(b) Das folgende Matlab-Skript visualisiert die Lösung des LGS
x + y − z = 5, x− y − z = 0, 4x− z = 2.
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kX
�V 6Ƀ` r2H+?2 q2`i2 pQM t b+?M2B/2M bB+? /B2 pB2` 1#2M2M BK R3\

y + z = 0
2x − y + z = 0
x + y = 2t

2(x − y) + t(z + 1) = 0.

#V .�b 7QH;2M/2 J�iH�#@a+`BTi pBbm�HBbB2`i /B2 GƺbmM; /2b G:a
x + y − z = 5, x − y − z = 0, 4x − z = 2X
2xbm` 7+ U Ƕ tYv−8ǶV
W THQi i2 i /2M :`�T?2M /2` 6mMFiBQM x47 Ut - vV4tYv−8 U aB2 FQ2MM2M
W �m+? �M/2`2 U xr2B V o�`B�#2HM�K2M r�2?H2M V
?QH/ QM
W ?QH/ /B2Mi /�xm - � H H 2 :`�T?2M BM /2`b2H#2M 6B;m` �MxmQ`/M2M
W U 6B;m` MB+?i b + ? H B 2 b b 2 M r�2?`2M/ /2K �mb7m2?`2M /2` "272?H2 V
2xbm` 7+ U Ƕt−v Ƕ V
2xbm` 7 + U Ƕ9»t−kǶV
?QH/ Q 7 7

�M/2`M aB2 /B2b2b a+`BTi bQ �#- /�bb 2b 7Ƀ` /B2 BK h2BH �V ;27mM/2M2M q2`i2
pQM t /2M a+?MBii /2` pB2` 1#2M2M pBbm�HBbB2`iX

jX
�V Gƺb2M aB2 7Ƀ` n ≥ 2 /�b HBM2�`2 :H2B+?mM;bbvbi2K

n∑

i=1

(i − k)xi = 1 7Ƀ` k = 1, 2, . . . , n.

#V Gƺb2M aB2 7Ƀ` n ≥ 1 /�b HBM2�`2 :H2B+?mM;bbvbi2K

y0 = 0
yk−1 − 2yk + yk+1 = 0 7Ƀ` k = 1, 2, . . . , n.
yn+1 = 1

9X LmK2`Bb+?2 S`Q#H2K�iBF #2B HBM2�`2M :H2B+?mM;bbvbi2K2M,
�V Gƺb2M aB2 (

1044.005 696
174 116

)(
x
y

)
=

(
696
116

)
.

#V ǳGƺb2MǴ aB2 KBi 2BM2K ;2rƺ?MHB+?2M h�b+?2M`2+?M2`
(

1044.0045 696.0028
174.0008 116.0005

)(
x
y

)
=

(
696.0034
116.0006

)
.

+V w2B;2M aB2- /�bb D2/2b ( x
y )- /�b xm` GƺbmM;bK2M;2 #2B/2` :H2B+?mM;bbvbi2K2

(
1044 696
174 116

)(
x
y

)
=

(
696
116

)
,

(
45 28
8 5

)(
x
y

)
=

(
34
6

)

;2?ƺ`i- �m+? 2BM2 GƺbmM; pQM #V Bbi mM/ Hƺb2M aB2 /�KBi #VX

k

Ändern Sie dieses Skript so ab, dass es für die im Teil (a) gefundenen Werte von t den
Schnitt der vier Ebenen visualisiert.

Lösung:

(a) Das gegebene Gleichungssystem ist äquivalent zu

y + z = 0
2x − y + z = 0
x + y = 2t

2x − 2y + tz = −t.

Der Schnitt der Ebenen entspricht der Lösungsmenge des Gleichungssystems in den
Variablen x, y, z mit Parameter t. Mit dem Gaussverfahren erhalten wir (wobei Z für
Zeile steht)

x y z 1
0 1 1 0
2 −1 1 0
1 1 0 2t
2 −2 t −t

1.Z=3.Z, 2.Z=1.Z−→
3.Z=2.Z, 4.Z=4.Z

x y z 1
1 1 0 2t
0 1 1 0
2 −1 1 0
2 −2 t −t

3.Z−2×(1.Z)−→
4.Z−2×(1.Z)

x y z 1
1 1 0 2t
0 1 1 0
0 −3 1 −4t
0 −4 t −5t

3.Z+3×(2.Z)−→
3.Z+4×(2.Z)

x y z 1
1 1 0 2t
0 1 1 0
0 0 4 −4t
0 0 t + 4 −5t

4.Z− t+4
4

×(3.Z)−→

x y z 1
1 1 0 2t
0 1 1 0
0 0 4 −4t
0 0 0 −5t− t+4

4
· (−4t) = t2 − t = t(t− 1)

(∗)

Die Verträglichkeitsbedingung t(t− 1) = 0 ist nur für t = 0 und t = 1 erfüllt.

Für t = 0 findet man durch Rückwärtseinsetzen:
z = 0 (aus der 3. Zeile von (∗): 4z = −4t),
y = 0 (aus der 2. Zeile von (∗): y = 0− z),
x = 0 (aus der 1. Zeile von(∗): x = 2t− y).
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Für t = 1 findet man durch Rückwärtseinsetzen:
z = −1 (aus der 3. Zeile von (∗): 4z = −4t),
y = 1 (aus der 2. Zeile von (∗): y = 0− z),
x = 1 (aus der 1. Zeile von (∗): x = 2t− y).

Der Schnitt der Ebenen entspricht also in den Fällen t = 0 und t = 1 jeweils einem

einzelnen Punkt
(

x
y
z

)
∈
{(

0
0
0

)
,
(

1
1
−1

)}
.

(b) Das folgende Matlab-Skript zeigt den Fall t = 0:

kX

�V 6Ƀ` r2H+?2 q2`i2 pQM t b+?M2B/2M bB+? /B2 pB2` 1#2M2M BK R3\

y + z = 0
2x − y + z = 0
x + y = 2t

2(x − y) + t(z + 1) = 0.

#V .�b 7QH;2M/2 J�iH�#@a+`BTi pBbm�HBbB2`i /B2 GƺbmM; /2b G:a
x + y − z = 5, x − y − z = 0, 4x − z = 2X
2xbm` 7+ U Ƕ tYv−8ǶV
W THQi i2 i /2M :`�T?2M /2` 6mMFiBQM x47 Ut - vV4tYv−8 U aB2 FQ2MM2M
W �m+? �M/2`2 U xr2B V o�`B�#2HM�K2M r�2?H2M V
?QH/ QM
W ?QH/ /B2Mi /�xm - � H H 2 :`�T?2M BM /2`b2H#2M 6B;m` �MxmQ`/M2M
W U 6B;m` MB+?i b + ? H B 2 b b 2 M r�2?`2M/ /2K �mb7m2?`2M /2` "272?H2 V
2xbm` 7+ U Ƕt−v Ƕ V
2xbm` 7 + U Ƕ9»t−kǶV
?QH/ Q 7 7

�M/2`M aB2 /B2b2b a+`BTi bQ �#- /�bb 2b 7Ƀ` /B2 BK h2BH �V ;27mM/2M2M q2`i2
pQM t /2M a+?MBii /2` pB2` 1#2M2M pBbm�HBbB2`iX

�V .2` a+?MBii /2` 1#2M2M 2MibT`B+?i /2` GƺbmM;bK2M;2 /2b :H2B+?mM;bbvbi2Kb
BM /2M o�`B�#H2M x, y, z KBi S�`�K2i2` tX JBi /2K :�mbbp2`7�?`2M 2`?�Hi2M
rB`

x y z 1
0 1 1 0
2 −1 1 0
1 1 0 2t
2 −2 t −t

→

x y z 1
1 1 0 2t
0 1 1 0
0 −3 1 −4t
0 −4 t −5t

→

x y z 1
1 1 0 2t
0 1 1 0
0 0 4 −4t
0 0 t + 4 −5t

→

x y z 1
1 1 0 2t
0 1 1 0
0 0 4 −4t
0 0 0 t(t − 1)

.B2 o2`i` ;HB+?F2Bib#2/BM;mM; t(t − 1) = 0 Bbi 7Ƀ` t = 0 mM/ 7Ƀ` t = 1 2`7ɃHHiX
6Ƀ` t = 0 }M/2i K�M /m`+? _Ƀ+Fr `ib2BMb2ix2M z = 0, y = 0, x = 0X 6Ƀ` t = 1
}M/2i K�M /m`+? _Ƀ+Fr `ib2BMb2ix2M z = −1, y = 1, x = 1X .2` a+?MBii /2`
1#2M2M 2MibT`B+?i �HbQ D2r2BHb 2BM2K 2BMx2HM2M SmMFiX

#V .�b 7QH;2M/2 J�iH�#@a+`BTi x2B;i /2M 6�HH t = 0,
W i4y
2xbm` 7+ U Ƕy»t−x Ƕ V
W Ǵy»tǴ bi2?i Mm` /� - /�KBi /B2 �+?b2MH�#2Hb �miQK�iBb+? FQ``2Fi bBM/
?QH/ QM
2xbm` 7+ U Ƕk»tYx Ƕ V
2xbm` 7+ UǶ−tYy»x Ƕ V
2xbm` 7 + U Ƕ tYy»x Ƕ V
?QH/ Q 7 7

j

3. Multidimensionale Gleichungssysteme variabler Grösse

(a) Lösen Sie für n ≥ 2 das lineare Gleichungssystem

n∑

i=1

(i− k)xi = 1 für k = 1, 2, . . . , n.

(b) Lösen Sie für n ≥ 1 das lineare Gleichungssystem

y0 = 0

yk−1 − 2yk + yk+1 = 0 für k = 1, 2, . . . , n.

yn+1 = 1

Lösung:

(a) Wir lösen das folgende Gleichungssystem
(xi für i = 1, 2, . . . , n Spalten und k = 1, 2, . . . , n Zeilen):

x1 x2 x3 . . . xn 1
0 1 2 . . . n− 1 1
−1 0 1 . . . n− 2 1
−2 −1 0 . . . n− 3 1
...

...
...

. . .
...

...
−(n− 1) −(n− 2) −(n− 3) . . . 0 1
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Wenn wir für k = 2, 3, . . . , n von der k-ten Zeile die (k − 1)-te Zeile abziehen und die
erste Zeile unverändert lassen, erhalten wir

x1 x2 x3 . . . xn 1
0 1 2 . . . n− 1 1
−1 −1 −1 . . . −1 0
−1 −1 −1 . . . −1 0
...

. . .
...

...
−1 −1 −1 . . . −1 0

Das Gleichungssystem ist also äquivalent zu (doppelte Zeilen streichen)

x1 x2 x3 . . . xn 1
0 1 2 . . . n− 1 1
−1 −1 −1 . . . −1 0

Das Gleichungssystem ist also äquivalent zu
(Multiplikation der 2. Zeile mit −1, Zeilen vertauschen)

x1 x2 x3 . . . xn 1
1 1 1 . . . 1 0
0 1 2 . . . n− 1 1

Die Lösungsmenge ist folglich

xn = t1 (aus der 2. Zeile)
xn−1 = t2 (aus der 2. Zeile)

...
x3 = tn−2 (aus der 2. Zeile)

x2 = 1−∑n−2
i=1 (n− i)ti (aus der 2. Zeile)

x1 = −∑n
i=2 xi = −1 +

∑n−2
i=1 (n− i− 1)ti (aus der 1. Zeile)

für t1, t2, . . . , tn−2 ∈ R beliebig.

(b) Wir lösen das folgende Gleichungssystem
(yi für i = 0, 1, 2, . . . , n + 1 Spalten und k = 1, 2, . . . , n + 2 Zeilen):

y0 y1 y2 y3 y4 . . . yn yn+1 1
1 0 0 0 . . . 0 0
1 −2 1 0 0 . . . 0 0
0 1 −2 1 0 . . . 0 0
0 0 1 −2 1 . . . 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 . . . 0 1 −2 1 0
0 0 . . . 0 0 0 1 1
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Um die Matrix auf Zeilenstufenform zu bringen, führen wir die folgenden n Schritte
durch (nur die erste und letzte Zeile bleiben dabei unverändert):

1. Schritt: Wir ziehen die 1. Zeile von der 2. Zeile ab.

2. Schritt: Wir addieren die 2. Zeile der neuen Matrix zum 2-fachen der 3. Zeile.

k. Schritt: Wir addieren die k-te Zeile der neuen Matrix zum k-fachen der (k + 1)-ten
Zeile für k = 3, 4, . . . , n.

Somit erhalten wir die Matrix

y0 y1 y2 y3 y4 . . . yn yn+1 1
1 0 0 0 . . . 0 0
0 −2 1 0 0 . . . 0 0
0 0 −3 2 0 . . . 0 0
0 0 0 −4 3 . . . 0 0
...

...
. . . . . .

...
...

0 0 . . . 0 0 −(n + 1) n 0
0 0 . . . 0 0 0 1 1

Nach Normieren der Zeilen (k. Zeile multipliziert mit − 1
k

für k = 2, 3, . . . , n + 1 und
erste und letzte Zeile beibehalten) wird diese zu

y0 y1 y2 y3 y4 . . . yn yn+1 1
1 0 0 0 . . . 0 0
0 1 −1

2
0 0 . . . 0 0

0 0 1 −2
3

0 . . . 0 0
0 0 0 1 −3

4
. . . 0 0

...
...

. . . . . .
...

...
0 0 . . . 0 0 1 − n

n+1
0

0 0 . . . 0 0 0 1 1

(∗)
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Durch Rückwärtseinsetzen erhalten wir

yn+1 = 1 (aus der (n + 2)-ten Zeile von (∗))
yn =

n

n + 1
· yn+1 =

n

n + 1
(aus der (n + 1)-ten Zeile von (∗))

yn−1 =
n− 1

n
· yn =

n− 1

n + 1
(aus der n-ten Zeile von (∗))

yn−2 =
n− 2

n− 1
· yn−1 =

n− 2

n + 1
(aus der (n− 1)-ten Zeile von (∗))

...

yk =
k

k + 1
· yk+1 =

k

n + 1
(aus der (k + 1)-ten Zeile von (∗))

...

y2 =
2

3
· y3 =

2

n + 1
(aus der 3-ten Zeile von (∗))

y1 =
1

2
· y2 =

1

n + 1
(aus der 2-ten Zeile von (∗))

y0 = 0 =
0

n + 1
(aus der 1-ten Zeile von (∗))

oder allgemein

yk =
k

n + 1
für k = 0, 1, . . . , n + 1.

4. Numerische Problematik bei linearen Gleichungssystemen

(a) Lösen Sie (
1044.005 696

174 116

)(
x
y

)
=

(
696
116

)
.

(b) “Lösen” Sie mit einem gewöhnlichen Taschenrechner

(
1044.0045 696.0028
174.0008 116.0005

)(
x
y

)
=

(
696.0034
116.0006

)
.

(c) Zeigen Sie, dass jedes ( x
y ), das zur Lösungsmenge beider Gleichungssysteme

(
1044 696
174 116

)(
x
y

)
=

(
696
116

)
,

(
45 28
8 5

)(
x
y

)
=

(
34
6

)

gehört, auch eine Lösung von (b) ist und lösen Sie damit (b).
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Lösung:

(a) Offensichtlich lautet die Lösung x = 0, y = 1, da

(
1044.005 696

174 116

)(
0
1

)
=

(
696
116

)
.

(b) Mit dem Taschenrechner findet man die Lösung x = 0, y = 1 (oder je nach Taschen-
rechner zumindest eine Lösung mit relativ grossem Fehler). Beim Einsetzen ins Gle-
ichungssystem sieht man jedoch, dass diese falsch ist, da

(
1044.0045 696.0028
174.0008 116.0005

)(
0
1

)
=

(
696.0028
116.0005

)
6=
(

696.0034
116.0006

)
.

Der Rundungsfehler ist zu gross!

(c) Falls (
1044 696
174 116

)(
x
y

)
=

(
696
116

)
und

(
45 28
8 5

)(
x
y

)
=

(
34
6

)

gelten, gilt auch

[(
1044 696
174 116

)
+ 10−4

(
45 28
8 5

)]

︸ ︷︷ ︸
=(∗)

(
x
y

)
=

(
1044 696
174 116

)(
x
y

)
+ 10−4

(
45 28
8 5

)(
x
y

)

=

(
696
116

)
+ 10−4

(
34
6

)

︸ ︷︷ ︸
=(∗∗)

und somit (durch Ausrechnung von (∗) und (∗∗))
(

1044.0045 696.0028
174.0008 116.0005

)(
x
y

)
=

(
696.0034
116.0006

)
.

Die Lösung von (
45 28
8 5

)(
x
y

)
=

(
34
6

)

ist x = 2, y = −2, da

5× [45x + 28y = 34]− 28× [8x + 5y = 6]⇐⇒ [(225x− 224x) + (140y − 140y) = 170− 168]

⇐⇒ x = 2

=⇒ 5y = 6− 8x = 6− 8 · 2 = −10

⇐⇒ y = −2.
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Durch Einsetzen sieht man, dass x = 2, y = −2 auch eine Lösung von

(
1044 696
174 116

)(
x
y

)
=

(
696
116

)

ist, da (
1044 696
174 116

)(
2
−2

)
=

(
696
116

)
.

Folglich ist x = 2, y = −2 eine Lösung der Gleichung

(
1044.0045 696.0028
174.0008 116.0005

)(
x
y

)
=

(
696.0034
116.0006

)

aus (b). Da der Rang dieses LGS aus (b) gleich 2 ist (weil 174.0008
1044.0045

6= 116.0005
696.0028

), ist
diese Lösung eindeutig.
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