D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2021
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losung Serie 4

Aufgabe 1 ist online auf https://echo.ethz.ch zu losen. Schicken Sie Thre Losung bis
spatestens Freitag, 29. Oktober um 14:00 Uhr ab.

Die schriftlichen Aufgaben konnen Sie am selben Tag in Ihrer Ubungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s01.

1. Gegeben seien die Matrizen

2 31
A= (_2 5 4> und B =

N O =
D W =~

Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
(a) (AB)T = ATBT,
(b) (AB)T = BT AT,
(
(d

)

c) AT A ist symmetrisch.
) AAT ist symmetrisch.
)

(e) Ist C eine beliebige quadratische Matrix, so ist C' + CT symmetrisch.

Losung: Korrekt sind (b), (¢), (d) und (e), da:

(a) (AB)T = ATBT.
Die Formel (AB)T = AT BT ist im Allgemeinen falsch, so auch in diesem Beispiel.
Nachrechnen zeigt:

r T

14 T 6 4 -8
(48" - (iii) I G e e B
I 2 6 17 17 26

B 152 Tt

- 436>_AB

was schon von den Matrixdimensionen her keine Gleichheit sein kann. Aber auch fir
quadratische Matrizen A, B derselben Grosse ist die Formel im Allgemeinen falsch.
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v  (b) (AB)T = BTAT.
Richtig! Diese Formel ist sogar im Allgemeinen richtig (sofern das Produkt AB definiert

2 =2
19 21 1 5 2
' . T _ _ . _ BT AT
ist). Rechnung: (AB)" = (23 25) = <4 5 6) i1)> i BT A*.

V' (c) AT A ist symmetrisch.
Ja, es gilt allgemein: Ist A eine m x n-Matriz, so ist AT A eine symmetrische n x n-
Matriz, denn (ATA)T = AT(AT)T = ATA. Und eine Matriz M ist per Definition
genau dann symmetrisch, wenn MT = M gilt.

v (d) AAT ist symmetrisch.
Ja, es gilt allgemein: Ist A eine m x n-Matriz, so ist AAT eine symmetrische m x m-
Matriz, denn (AAT)T = (AT)YTAT = AAT. Bemerkung: ATA und AAT sind beide
symmetrisch, aber im Allgemeinen nicht gleich (z.B. wenn n # m).

V' (e) Ist C eine beliebige quadratische Matrix, so ist C'+ CT symmetrisch.
Ja, es gilt (C+CTYT =CT+(CT)' =CT"+C=C+C",
Bemerkung: Wire C nicht quadratisch, so wire C 4+ CT nicht definiert.

Bemerkung: Es gilt allgemein: (AB)T = BT AT falls A eine m x p und B eine p X n-
Matrix ist. Die Anzahl Spalten von A und die Anzahl Zeilen von B (beide gleich p) miissen
tibereinstimmen, damit AB definiert ist - das Produkt BT AT ist dann automatisch auch
definiert.

Es sei C = AB und a;j, b;;, ¢;; bezeichnen die Eintrége der jeweiligen Matrizen (der erste
Index ist die Zeilennummer, der zweite die Spaltennummer). Weiter seien «;, ;; die Eintrége
der Matrizen AT, BT. Aus der Definition der Transponierten folgt a;; = aj;, 8;; = bji, und
die Definition der Matrizenmultiplikation liefert

p
Cij = Zaikbk]’.
k=1
Nun ist der (7,7)-te Eintrag der Matrix (AB)? gleich (beachte die vertauschten Indizes)
p p p
Cj; = Z ajkbkz' = Z Oékjﬁz'k = Z /Bz‘kakj
k=1 k=1 k=1

und dieser Ausdruck entspricht auch dem (i, j)-ten Eintrag der Matrix BT AT.

2. Gegeben sind die Matrizen

—6 -1 2 2 5 0 1
A= 4 3 —=5|, B=|[1 3|, =2=[-2], y=| 4
1 -2 3 46 4 -3



(a) Bilden Sie, sofern definiert, die folgenden Matrixprodukte:

(i) AB (ii) BA (iii) Az (iv) A% := AA
(v)B?*:=BB (vi)y'z (vii) yx (viii) zy”
(ix) By (x) y' B.

(b) Loésen Sie (a) nochmals mit Hilfe von MATLAB.

Losung:
(a) Es gilt:
-6 —1 2 2 5 -5 —21
()AB=[4 3 5|1 3|=|-9 —-1],
) 4 6 12 17
-6 -1 0 10
(i) dz=( 4 3 —-5|[-2]=[-26],
1 -2 4 16
-6 —1 2 -6 —1 2 34 -1 -1
iv)A>’=| 4 3 -5 4 3 =5 =|-17 15 -22],
1 -2 3 1 -2 3 —11 —-13 21
0
(vi)y'z=(1 4 =3)[-2|=-20,
4
0 0 0 0
(viii) zy" = -2 (1 4 =3)=|-2 -8 6 |,
4 4 16 —12
2 1 4\ [} 6
_ (-
(ix) B y—<5 3 6> 4 —(_1),
-3
2 5
x)y'B=(1 4 =3)(1 3] =(-6 —1)
4 6

Die Matrixprodukte (ii) BA, (v) B? und (vii) yx sind aus Dimensionsgriinden nicht
definiert.

(b) Die Matrixmultiplikation mit MATLAB.

3. Polynominterpolation
Gegeben sind die Funktionswerte 3o, 41, . .., y, iber den Abszissen xg, 1, ..., Tp.
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Gesucht ist das interpolierende Polynom
p(z) = ag + a1x + agx® + ... + a,z™.

Es soll also gelten
pz;) =y, fur 0<i<n.

(a) Man bestimme das Gleichungssystem fiir die Koeffizienten ay, ay, . . . , a,, in Matrixschreib-
weise.

(b) Man bestimme das Interpolationspolynom fiir

| 0
0

Xy

1 2 3 4
1 0 2 0

(c) Man betrachte die Polynome

r — T
i J

gLy
= O

Welche Werte nimmt ¢; in den Punkten x; an? Man bestimme die Losung von (b) mit
Hilfe der Polynome ¢; (Lagrange’sche Interpolationsformel).

Losung:
(a) Es soll gelten

p(:co) =ag+ a17g + agxg + ...+ anq;g =1
p(x1) = ag + a1 + CLQLE% +.. . taxl =

p(z2) = ag + ar1zy + asrs + ...+ apThy = Yo

p(r,) = ap + a1, + CLQZ’?1 + . AT = Y.

Daher haben wir, um die Koeffizienten ag, aq, as, ..., a, zu finden, das folgende Gle-
ichungssystem zu losen:

apg a3 Gy as ... ap| 1
2 3 n

Loy xp Ty | Yo

1 oz 22 23 7|
2 3 n

1 oy, x, x, ... )| Un




(b) Nach Einsetzen der angegeben Werte von x; = 0,1,2,3,4 und y; = 0,1,0,2,0 in
das Gleichungssystem aus (a) mit n = 4 erhalten und berechnen wir (wobei Z=Zeile
bedeutet)

apg ap ag as ay 1 apg ap ag as ay 1
1 0 0 0 0 |0 1 0 0 0 0|0
11 1 1 1|1 2,3:4.5.2-1.2 o 1 1 1 1|1
1 2 4 8 16 |0 0 2 4 8 16 |0
1 3 9 27 81 |2 0 3 9 27 81 |2
1 4 16 64 256 |0 0 4 16 64 256|0
ag a; Qo Az Q4 1 apg a; as as aq | 1
10 0 0 0O 1 0 0 0 0O
3.Zf2><(2.Z),_4>.Zf3><(2.Z) 0 1 1 1 1 1 4.Z%_x(>3.Z) 0 1 1 1 1 1
5.2—4x(2.2) 0 0 2 6 14|-2 3zs6x@zy 0 0 2 6 14 |-2
0 0 6 24 78 |-1 0 0 0 6 36| 5
0 0 12 60 252|—4 0 0 0 24 168]| 8
ap a1 Qo a3z Qg 1
1 0 0 0 0| O
5.Z—4_x§4‘z) 0 1 1 1 1 1 (%)
0 0 2 6 14| -2
0 0 0 6 36| 5
0O 0 0 0 24|-12
Riickwartseinsetzen ergibt dann
—12 1
w=—5-=-3 (aus der 5. Zeile von (%)),
5—36 5-36-(—3) 5+18 23
as = 5 a“_ 5 (=3) = —z = — (aus der 4. Zeile von (x)),
—2 — 14a, — 6 —2—-14-(-3)-6-2 24723
as = - (=3) i ——— = —9 (aus der 3. Zeile von (x)),
2 2 2
1 23 20
ag=1—a;—az—ay=1-— (—5) . (—9) = =250 — 3 (aus der 2. Zeile von (%)),

ap =0 (aus der 1. Zeile von (x)).

Das Interpolationspolynom p(x) lautet daher

p(z) = ag + a17 + asx® + azx® + aux?

20 23, 1,

:§$—9$2+€$3—§I‘

(c) Definiere das Kronecker-Symbol d;; durch

5oL firi=k
0, fiird # k.
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Damit folgt aus der Definition von ¢;(z), dass

i €Z; X
JF
Te—Tj g —
H] e Hjol—l wenn i = k
JFi= k JjFi=k
= Te—Tj __ Tp—Tp Te—Z; __ ;
Hgé:;ék Ti—z; | mi—ap H 75 ;ﬁk Ti—xj; 0, wenn 7 7& k
i 1,J
=0

S — 1, fir i =k,
TR0, firi £k

Definiere zudem das Polynom

= Z yili(z)

Aus der obigen Gleichung ¢;(xy) = d;, folgt nun

= Zyz&(iﬂk) = Zyi(sik = Yk-
i=0 i=0

Also erfiillt L(z) die Bedingungen fiir das Interpolationspolynom p(x).



Fiir die Werte x = 0,1,2,3,4 und y = 0,1,0, 2,0, die in (b) gegeben sind, erhalten wir

L(z) = Z yili(z)

B r—0 z—2 x-—3 :1:—4+2 r—0 z—1 -2 x—4
N 3—-0 3—1 3—-2 3—-4

1-0 1-2 1-3 1—4

B 1

N 2° 2 3
1 5

— _(555_6) (z® — 62* + 8z)

I S S 9.3 2

= Qx(x 62~ + 8x) 6(m 6x° + 8x)
1 4

= —(§x4—3x3+4x2 2% + 52 €0x>

B 1, 18 5\ 4 5 20
= (237 (6+6)x + 9x 3;1:)

1 23 20
= —§x4 + Fa:?’ 9x® + 37
20 23 1
= EQJ — 9132 + EIB — 51’4
= plz)

4. Kirchhoffsche Regeln
Fiir elektrische Stromkreise gelten die folgenden zwei Regeln:

e Die Summe der Teilstrome in jedem Knoten ist Null.
e Die Summe der Teilspannungen in jeder Masche ist Null.

Bestimmen Sie das lineare Gleichungssystem fiir die fiinf Teilstrome des unten skizzierten
Gleichstromkreises und losen Sie es fiir

R =300, U=V =300V, W =200V.

Hinweis: Wahlen Sie die Vorzeichen entsprechend den Zahlpfeilen!
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Losung: Fiir die Teilstrome I, I, I3, 14, Is kann man aus der obigen Skizze die folgenden
Gleichungen ablesen:
(Stromfluss im Uhrzeigersinn, wie angedeutet)

Fiir die Knoten 1, 2, 3 folgt: (1.<>1, 2.<32, 3.<33)

1. Il — IQ - I4 =0
2. I + L — I3 + Is = 0
3. Iy + I, — Iy = 0

und mit der Formel Uz = RI folgt fir die Maschen I, II, III zusatzlich:

I (2R+R), + RI, —U-V=0
II. —RI, — RI; + 2RI, VW= 0
L. RIy + RI; -W = 0



oder aquivalent

I. 3R, + Rl U+Vv
I1. —RI, — RI3; + 2RIy -V -w
I11. RI; + RI; w
Fir R =300, U =V =300V und W = 200V bekommt man daraus die Matrix
I I I3 Iy I 1
1 -1 0 -1 0 0
-1 1 —1 0 1 0
0 0 1 1 -1 0
900 300 0 0 0 | 600
0 —300 —300 600 O |—500
0 0 300 0 300| 200

Nun multiplizieren wir die 4. Zeile mit
erhalten das aquivalente Gleichungssystem

L
300’

die 5. Zeile und die 6. Zeile je mit

1

1o und

]1 ]2 13 I4 ]5 1
1 -1 0 -1 0|0
-1 1 -1 0 10
0o 0o 1 1 =120
31 0 0 0] 2
0 -3 -3 6 0 |-5
o o0 3 0 3|2

Dann addieren wir die 1. Zeile zur 2. Zeile und multiplizieren die 3. Zeile mit (—1), um das
folgende Gleichungssystem zu erhalten

L I, Is Iy I;| 1
1 -1 0 -1 0] 0
0 0 -1 -1 1] 0
0 0 -1 -1 1] 0
31 0 0 0] 2
0 -3 -3 6 0]-5
o 0o 3 0 3] 2

Nun subtrahieren wir die 3. Zeile von der 2. Zeile und

Zeile:

subtrahieren 3x (1. Zeile) von der 4.

L I, Is Iy I;| 1
1 -1 0 -1 0] 0
0O 0 0 0 07]0
0O 0 -1 -1 1] 0
0 4 0 3 0] 2
0 -3 -3 6 O0]-5
o 0o 3 0 3] 2



Nun addieren wir 3x (3. Zeile) zur 6. Zeile und multiplizieren die 5. Zeile mit 4:

L L, I, I, L] 1
1 -1 0 -1 0] 0
O 0 0 0 0|0
0 0 -1 -1 1] 0
0 4 0 3 0] 2
0 —12 —12 24 0 |-20
0O 0 0 -3 6| 2

Jetzt vertauschen wir die Zeilen: 1. Zeile = 1. Zeile, 2. Zeile = 4. Zeile, 3. Zeile = 3. Zeile,
4. Zeile = 6. Zeile, 5. Zeile = 5. Zeile, 6. Zeile = 2. Zeile:

L I Is I I;| 1
1 -1 0 -1 0| 0
0 4 0 3 0] 2
0 0 -1 -1 1| 0
0 0 0 -3 6| 2
0 —12 —-12 24 0 |-20
0 0 0 0 0[O0
Nun addieren wir 3x (2. Zeile) zur 5. Zeile:
L L, Iy I, Iy 1
1 -1 0 -1 0] O
o 4 0 3 0| 2
o 0 -1 -1 1] 0
0 O 0 -3 6| 2
0 0 —-12 33 0]|-14
0 O 0 0 0| O

L I, I3 Iy Is 1
1 -1 0 -1 O 0
0 4 0 3 0 2
0 0 1 -1 1 0
o 0 0 -3 6 2
0O 0 0 45 —-12|-14
0O 0 0 0 0 0

Zuletzt addieren wir 15x (4. Zeile) zur 5. Zeile und erhalten nach Anwendung des kompletten
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Gaussverfahrens das Schema

Il ]2 ]3 [4 ]5 1
1 -1 0 -1 010
0O 4 0 3 0|2
0 0 —1 —1 1[0 (%)
0 0 0 -3 6|2
0O 0 0 0 78|16
0 0 0 0 010

Durch Riickwartseinsetzen findet man mit A = % die Werte

16 8
I = %A = EA (aus der 5. Zeile von (x)),
18
_ _ 48 —4 1
L= 2A_36I5 =3 A= _72 : 398A - _3??59A - _£A (pus der 4. Zelle von (x)).

8 10 18 .
Iy=I—-1,= @14 — (_@A> = EA (aus der 3. Zeile von (%)),

I, = 2 43 4 _ 4( 39)A: 734-33014: 4‘059/4:%14 (aus der 2. Zeile von (%)),
1 2 1
h=IL+1= __OA + —7A = —7A (aus der 1. Zeile von (x)).

39 39 39

Dies lasst sich zusammenfassend auch schreiben als

I, 174 0.436A
L| | 24 0.692A4
Ll=—1| 184 | ~| 04624
Ll 3| -104 —0.256A
I 84 0.205A
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