D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2021
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losung Serie 5

Aufgabe 1 ist online auf https://echo.ethz.ch zu losen. Schicken Sie Thre Losung bis
spatestens Freitag, 5. November um 14:00 Uhr ab.

Die schriftlichen Aufgaben konnen Sie am selben Tag in Ihrer Ubungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s01.

1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

(a) Seien u und v Losungen des LGS Az = b mit n Unbekannten. Der Rang des LGS sei
r. Falls n = r gilt, so folgt u = v.

(b) Sei Az = 0 ein homogenes LGS und = # 0 eine Losung davon. Dann ist der Rang r
des Gleichungssystems gleich der Anzahl n der Unbekannten.

(c) Sei Ax = b ein LGS, das keine Losung besitzt. Dann ist sein Rang r grosser als die
Anzahl m seiner Gleichungen.

(d) Sei Ax = b ein LGS mit n Unbekannten und ebensovielen Gleichungen. Sei u # 0 eine
Losung des homogenen LGS Ax = 0 und v eine Lésung von Az = b. Dann hat Ax =0
noch unendlich viele weitere Losungen.

Losung: Korrekt sind (a) und (d), da:

v’ (a) Seien u und v Lésungen des LGS Az = b mit n Unbekannten. Der Rang des LGS sei
r. Falls n = r gilt, so folgt u = v.
Richtig. Dies ist Satz 1.2 aus der Vorlesung der Woche 3.

(b) Sei Ax = 0 ein homogenes LGS und = # 0 eine Losung davon. Dann ist der Rang r
des Gleichungssystems gleich der Anzahl n der Unbekannten.
Falsch. Laut Korollar 1.3 aus der Vorlesung der Woche 3 hat ein homogenes LGS
genau dann nicht-triviale Losungen, wenn r < n.

(c) Sei Az = b ein LGS, das keine Losung besitzt. Dann ist sein Rang r grosser als die
Anzahl m seiner Gleichungen.
Falsch. Laut Korollar 1.5 aus der Vorlesung der Woche 4 ist das LGS genau dann
nicht fir alle b losbar, wenn r < m.
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v (d) Sei Az = b ein LGS mit n Unbekannten und ebensovielen Gleichungen. Sei u # 0 eine
Losung des homogenen LGS Ax = 0 und v eine Losung von Az = b. Dann hat Ax = b
noch unendlich viele weitere Losungen.

Richtig. Weil das homogene LGS eine nicht-triviale Losung besitzt, ist der Rangr < n
nach Korollar 1.3 aus der Vorlesung der Woche 3. Und weil das LGS Ax = b mit v
eine Losung besitzt, kann diese nach Satz 1.2 aus der Vorlesung der Woche 3 nicht
eindeutig sein. Daher muss Ax = b unendlich viele Losungen besitzen.

Konkret ist fiir jedes A € R auch v+ Au eine Losung von Ax = b:

Denn es gilt namlich

A(v+ Au) = Av + Adu
= Av+ Mu
=b+A-0
=0b.

2. Range einer Menge linearer Gleichungssysteme
Bestimmen Sie — in Abhéangigkeit von a — den Rang des folgenden Gleichungssystems

T + T2 + 31’3 + Ty = 0
T + — 2.133 — 21‘4 =0
T + 2wy + 8rz3 + (a®+3a)ry = 0
—2z1 — w2 + axz + g = 0
mit Hilfe des Gauss-Algorithmus.
Losung: Wir haben das Schema
Ty To I3 T4 1 Ty X2 I3 T4 1
1 1 3 1 0 g 8 1 1 3 1 0
1 0 -2 =2 |0 77 =" 0 -1 -5 -3 0
1 2 8 a2+3a|0 U9 1 5 @243a—1]0
-2 -1 a 1 0 0 1 a+6 3 0
T ) XT3 Ty 1 T To T3 T4 1
1 1 3 1 0 1 1 3 1 0
z%j 0 -1 -5 -3 0 2287 0 -1 -5 -3 0 (%)
0 00 0 a?+3a—-4]0 0 0 a+1 0 0
0 0 a+1 0 0 0 0 0 a*+3a—4|0
Es gilt a + 1 =0 (kommt aus der 3. Zeile von (x)), genau dann wenn a = —1 ist.
Es gilt a® + 3a — 4 = 0 (kommt aus der 4. Zeile von (x)), wenn
-3 -9+ 16 -3+ v9+16
a= i oder GZL(:)@:—Zloder a=1,
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was aus der Formel

—y —\y? —4daz

2

—y+\y? —daz
2z

xa2+ya+z:0<:>a:a1: oder a =ay =

folgt.
Dies gilt auch, da wir die folgende Faktorisierung haben

a*+3a—4=d*+4a—a+4=(a+4)(a—1)=0.

Der Rang des Gleichungssystems ist 4, falls a + 1 # 0 und a? + 3a — 4 # 0, also fiir
a & {—4,—1,1}. Dies gilt, da wir die 1. Zeile und die 2. Zeile von (*) nicht “veréandern” und
auch nicht zur weiteren “Zeilenelimination” verwenden konnen.
Der Rang des Gleichungssystems ist 3, falls a € {—4, —1, 1}, da niemals gleichzeitig a+1 =0
und a? + 3a — 4 = 0 gilt, weil —1 ¢ {—4,1}.
Zusammenfassend kann man sagen

a €{—4,—1,1} = Rang des Gleichungssystems = 3,

a ¢{—4,—1,1} = Rang des Gleichungssystems = 4.

3. Kommutierende Matrizen
Bestimmen Sie, welche Matrizen B mit der Matrix

1 2
=0 3)
kommutieren, d.h. fiir welche Matrizen B die Gleichung AB = BA gilt.
Losung: Sei die Matrix B gegeben durch

bir b2
B = )
(521 522)
Jede 2 x 2-Matrix B hat diese allgemeine Struktur, welche wir daher annehmen koénnen.

Damit man die gewiinschte Gleichung AB = BA erhilt, miissen die zwei Matrizen AB und
BA koeffizientenweise itibereinstimmen. Es gilt

A — (L 2\ (b bz} _ (b + 262 b2+ 200
0 3 bar b2 3021 3b22

pA— (b b2} (12) (b 26+ 3bio
ba1  boo 0 3 ba1 2091 + 3baa )
Daher erhalten wir die Matrixgleichung

bi1 + 2ba1  big + 2b9s bir 2b11 + 3b1o
A ( 3ba1 3oz ) (bm 209 + 3522)

und
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Aus dem Koeffizientenvergleich erhélt man das folgende Gleichungssystem

bi1 + 2091 = b1y

bia + 2b32 = 2b1y + 3b1o
3b21 = by
3baoy = 2bg1 + 3bos.

In der dritten Zeile dieses Gleichungssystems steht die Bedingung 3by; = b7 und somit ist
ba1 = 0.

Mit by; = 0 heissen die erste Zeile und die vierte Zeile des obigen Gleichungssystems nun
neu by; + 2by; = by; = by und 3bay = 2bg; + 3bay = 3bae und diese beiden Gleichungen sind
fiir alle by1, bos € R sicherlich erfiillt. Diese Informationen sagen uns, dass wir zwei der drei
Variablen bq1, bia, bas frei in R wahlen konnen und dass by; = 0 ist.

Wir wahlen nun by1, b5 € R frei.

Somit erhalten wir, dass die Losungsmenge des obigen Gleichungssystems

b1 = s € R,
bio =1t € R,
ba1 =0,

byo = s+t

mit s,¢ € R beliebig ist. Hierbei folgt bys = s + t aus der zweiten Gleichung by + 2byy =
2b11 + 3b1o des obigen Gleichungssystems, da

612 + 2b22 = 2b11 + 3b12 <~ 2b22 = 2b11 + 2b12 < b22 = b11 + b12.

Folglich erfiillen genau die Matrizen B der Form

st 10 01 :
B—(O s+t>_s(0 1)+t(0 1) mit s,t € R
die Bedingung AB = BA.

4. Kreuzprodukt zweier Vektoren

1

§2> € R3und y = (%ﬁ) € R3. Dann ist das Vektorprodukt von z und y

3

Es seien x = <

definiert als
T2Ys — T3Y2
T XY = | T3Y1 — T1Y3
T1Y2 — T2l

(a) Bestimmen Sie eine 3 x 3-Matrix B so, dass
r Xy = By.
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(b) Zeigen Sie, dass = x y senkrecht auf = und y steht.

(¢) Rechnen Sie eine der folgenden Identitéten nach:
ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c (Grassmann-Identitét)
ax(bxec)+bx(exa)+ex(axb) =0 (Jacobi-Identitét)
(@axb)-(cxd)=(a-c)b-d)—(b-c)(a-d) (Lagrange-Identitét)

(d) Verwenden Sie die obige Lagrange-Identitdt um zu zeigen, dass
la % bl| = [la]|[|b] sin(y)

gilt, wobei 0 < ¢ < 7 der von a und b eingeschlossene Winkel ist. Dieser Satz besagt,
dass die Lange des Vektors a x b gleich der Flache des von a und b aufgespannten
Parallelogramms ist.

Hinweis: Es gilt
a- b= [la][[bl| cos().

Losung:

(a) Die Matrix B muss aus Dimensionsgriinden eine 3 x 3-Matrix sein, da die Vektoren
x x y € R3 und y € R3 beides 3-dimensionale Vektoren sind.
Es muss daher gelten

T2Y3 — T3lY2 b1y + bi2y2 + bi3ys bii bz bis Y1
rxXy:=| z3y1 —21y3 | = | boryr + booyo +bozyz | = | b2t ba2 bz | - | ¥
T1Y2 — Tal1 b31y1 + b3ay2 + b33ys bz1 b3z b33 Y3
-B =y
Daraus erhélt man bll = 0, b12 = —I3, b13 = X9, b21 = I3, 1922 = 0, b23 = —I,
b31 = —x9, b3y = 71, b33 = 0 und kann die Struktur von B direkt ablesen zu
0 —XI3 )
B = T3 0 —I )
—XT9 T 0
sodass gilt
x X y= DBy
ai by
(b) Zwei Vektoren a = | az | und b = | by | stehen genau dann senkrecht aufeinander,
as bs
wenn ihr Skalarprodukt
ay by
a-b= as . bg = albl + (Igbg + agbg
as b3



gleich Null ist.
Nachrechnen ergibt

T T2Y3 — T3Y2
r-(zxy)= |z | | 2351 — T1y3
x3 T1Y2 — T2l

= x1(%2ys — T3y2) + T2(x3y1 — 21Y3) + T3(T1Y2 — T2y1)

= T1X2Y3 — T1X3Y2 + T2T3Y1 — T2X1Y3 + T3T1Y2 — T3T2Y1

=0
und
Y1 T2Y3 — T3Y2
y-(xxy)= |y | - | z3y1 — 2193
Y3 T1Y2 — T2U1

= y1(T2y3 — 23y2) + Yo (T3y1 — T1y3) + Y3(T1Y2 — Tay1)
= Y102Y3 — Y123Y2 + Y2T3Y1 — Y2X1Y3 + Y3T1Y2 — Y3Tay1
= 0.

Daher steht der Vektor x x y senkrecht auf dem Vektor x und dem Vektor y.

(¢) Grundsétzlich lassen sich alle drei Identitéten direkt mit den Definitionen nachrechnen.
Die Grassmann-Identitat rechnet man wie folgt nach:

ai by 8] ai bacg — bzcy
a X (b X C) =las | X bg X | & =lay | X bgCl — b103
a3 b3 C3 as bica — bacy

az(b102 — bacy) — a3(b301 - 5103)
= a3(b203 — bsca) —ai(bicy — 5201)
aq (bgCl — 61C3 — Q9 bgCg — b3C2)

I
Sl

)

) — ax(

) — ax(
1{Q2Cy + CL303) — C1 (agbg -+ agbg)
olai1c1 + &303% — CQEalbl + a3b3;

(
(
((11C1 + aoCo) — C3 a1b1 + a2b2
1(@161 “+ agcy + agcg) — C1 ((Zlbl + agbz + a3b3)
(
(

S

3

[

= b2 a1C + a92Co + CL303) — CQ(Cllbl -+ Clgbz + agb?))
bs(aic1 + agca + asges) — cz(arby + azbs + asbs)

by C1
= (a101 + a9Co + CL363) . bg — (albl + (1252 + CL363> . Co
bs C3
aq C1 bl ay bl C1
= a2 Ca by | — as | - | b2 &
as C3 bs as bs C3



Die Jacobi-Identitat rechnet man wie folgt nach:

X (bxec)+bx(cxa)+ex(axb)

ai b 1 b C1 ay C1 ay by
= | as X bg X Co + bg X Co X as + | & X a9 X bQ
as C3 bs C3 as bs
ai 5203 — baca by CoQ3 — C302 azbz — agbs
= | as bgCl — b103 + bg X C3a1 — C1a3 X a3b1 — (llbg
as bica — bacy bs C1Gz — C201 arby — azb
(lg(blcg — b201 — CL3(b3Cl — blcg) b2 Clag — Cgal) b (03a1 — 016L3>
= ag(b263 — bgCQ) — a (blcg — bgCl) + bg(Cgag — 03a2) b (Cla,g — Cga,l)
al(bgcl — blcg) — (12(b263 — bng) bl (03a1 — Clag) b (02&3 — 03(12)

CQ(Clez — agbl) — C3((l3b1 — Cblbg)
+ 03(a263 — agbg) —C (a1b2 — azbl)
C1 (a3b1 — albg) — Cg(agbg — agbg)

as (bl CQ—bQCl )—(Ig (bgcl—bl Cg)‘l‘bz (Cl a9—Ca20q )—bg (03(11—01 a3)+62 (CLl bg—agbl )—63 ((Igbl—al b3)
= | as (bgCg-bgCg)—al (blCQ_bQCl )+b3 (cza3—03a2)—bl (Cl Ao—Ca20q )+C3 (agbg—agbg)—cl (a1 bz—a2b1>
aq (bgcl—bl C3)—CL2 <b2C3—b3C2)+b1 (03a1—cla3)—b2 (62a3—03a2)+01 (agbl—al bg)—CQ (a2b3—a3b2)
asby co—asbyci—asbscitasby c3+bocias—bacoas—bscsa+bsciagtcoaby—coasb1—csazbi+-csar by
= a3b203—a3b302—a1 bl Cotaq b201+b302a3—b303a2—b1 C1 a2—|—b1 02a1+03a263—03a3b2—01 ay b2+01 a21)1
a1b3c1—ay by cz—asbocgtasbscotbicza;—bycraz—bacaas+boczastcrasby—cia1bs—coasbst+coaszby

0 00
=10 0 0
0 00



Die Lagrange-Identitat rechnet man wie folgt nach:

ai b C1 dy
(axb):(cxd)= as | x | by : e | X | dg
as b3 C3 d3

azbs — asby Cod3 — c3dy

= (lgbl — Cllbg . C3d1 — C1d3

a1by — asby cidy — cody

= (agbs — azby) - (cod3 — c3dy) + (azby — a1bs) - (csdy — c1ds)
+ (a1by — agby) - (crds — cady)

= a9bscods — asbscsdy — asbycads + asbacsdy + asbicsd; — asbicids
— a1bscsdy + ajbscids + arbacidy — a1bacad; — agbicids + agbicad;

= ayc1b1dy + ajc1beds + aycibsds + ascabidy + ascobads 4 ascabsds + ascsbidy
+ aszcsbady + ascsbsds — biciaidy — biciasds — bicrasds — bacoardy — bycaasds
— bycaasds — bzcsaid; — bscsasds — bycsasds

= (arc1 + ageo + ases) - (bydy + bady + bsds)
— (brey + baco + bscs) - (ardy + asdy + aszds)

ay &1 by dy by C1 a dy
= az | - | C2 : by dy - by | - | c2 : as | - | da
a3 C3 b3 ds b3 C3 a3 ds

=(a-¢c)(b-d)—(b-c)(a-d).

Unter Verwendung der Grassmann-Identitat kann man die Jacobi-Identitat zudem sehr
elegant herleiten:

ax(bxec)+bx(cxa)+cx(axb)
=(a-c)b—(a-b)c+ (b-a)c—(b-c)a+ (c-bla— (c-a)b
=(a-c—c-a)b+(b-a—a-b)c+(c-b=b-c)a

. J " " J
~~ ~~ ~~

=0 =0 =0

=0,

wobei wir im letzten Schritt verwendet haben, dass das Skalarprodukt symmetrisch
ist, das heisst a-b=10b-a, da

aq b, by ay
a-b= (05} . bg = a1b1 + agbg + (lgbg = bz : ag =b-a.
as b3 b3 as

(d) In der untenstehenden Berechnung werden wir im ersten Schritt die Formel
lzl* = llz][ - [|zl| - cos(0) =z - = fiir alle 2 € R?
——

=1
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verwenden, welche aus dem Hinweis folgt. Im letzten Schritt werden wir den trigonometrischen
Pythagoras Satz

sin?(p) + cos®(yp) = 1

verwenden.
Aus der Lagrange-Identitat und dem Hinweis folgt

lla x || = (a x b) - (a x b)
I;Zi%;g.; (a-a)(b-b)— (b-a)(a-b)
= (a-a)(b-b) — (a-b)(a-b)
= (a-a)(b-b) — (a-b)?

el 112 18] = ([lal][1B] cos(0))?
— llall2B]12 — flal2[b] cos?(p)
= llall2B2(1 = cos?(y))
— la]l21b]12 sin?(p).

Durch Wurzelziehen erhalt man das gewiinschte Resultat
[la > bl = [lal[ - [[b]] - sin(e),

da0<p <.



