D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2021
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losung Serie 6

Aufgabe 1 ist online auf https://echo.ethz.ch zu losen. Schicken Sie Thre Losung bis
spatestens Freitag, 12. November um 14:00 Uhr ab.

Die schriftlichen Aufgaben konnen Sie am selben Tag in Ihrer Ubungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s01.

“Buch” steht im Folgenden fiir “K. Nipp / D. Stoffer, Lineare Algebra, 5. Auflage”.

1. Welche der folgenden Aussagen sind richtig?
(a) Sei A symmetrisch und reguldr. Dann ist auch A~! symmetrisch.

(b) Sei

a 1

I
S OGN B

V2 2 V2

Dann ist A genau fiir a = +/3/2 orthogonal.
(c) Es gibt orthogonale Matrizen, die singulér sind.

Losung: Korrekt sind (a) und (b), denn es gilt:

v’ (a) Sei A symmetrisch und regulir. Dann ist auch A~' symmetrisch.
Richtig, denn

(AT = (AT) = A,

da A= AT (A ist symmetrisch) und A= existiert (A ist requldr).
Die allgemein gultige Regel

(A—l)T — (AT>—1
folgt aus der Rechnung
ATAH =(ATA"T =T] =1, <= (A" = (A7) "', = (A1),

wobei der erste Schritt die Formel (AB)T = BT AT aus der Aufgabe 1 der Serie /
benutzt und I,, die n x n-Identitatsmatriz ist.
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v (b) Sei

a 1
I
AT\ @
2v2 2 V2
Dann ist A genau fiir a = +/3/2 orthogonal.
1 00
Richtig, denn ATA=T3= [0 1 0| gilt genau fir diese beiden Werte a = ++/3/2.
00 1
Nachrechnen liefert:
a 1 T a 1
R R 47
AT G
2v2 2 V2 22 2 2
o _ 1 _ 1 a1
— 1| 2 2 2 T2 2 2
0 L _ B SIS
V2 V2 2v2 2 V2
THH saiaaa Ot
fr— a a a ll2 a2 a a
| i ez s It H+3vz 3
0-1+1 0+5%5—5% 0+3+3
%-ﬁ-% 0 0
= 0 24l o
0 o 1
1 00 2
a 1
=10 10 genau dann, wenn;%—l—lz
0 01

Tipp: Die Matriz AT A muss nach Aufgabe 1 der Serie 4 symmetrisch sein und man
sollte daher beim Ausrechnen nicht unndétig arbeiten, da die drei nicht diagonalen
Fintrdge jeweils doppelt auftreten (Symmetrie).

Damit A orthogonal ist (was per Definition bedeutet, dass AT A =13 gilt), muss daher
gelten

a2

2

3 3 3
:1<:>2a2+1:4<:>2a2:3<:>a2:§<:>a:\/; oder a = —4/ =

* 2

| =

und dies sind genau die gegebenen Werte a = £+/3/2 als Losungen.

Es gibt orthogonale Matrizen, die singular sind.
Falsch, eine orthogonale Matriz A besitzt immer die Inverse AT, da per Definition
AT A =1, gilt und fiir quadratische Matrizen aus XA =1, immer X = A~! folgt.



2. Reguldre und Singulare 3 x 3-Matrizen

(a) Gegeben sei die Matrix

N

Il
N W
— W
— = W

Zeigen Sie, dass A regular ist.

(b) Fiir welche Werte des Parameters v ist die Matrix

2 v 4
B=|1 2 2
-1 -1 ~
singular?
Losung:

(a) Nach Satz 2.8 aus dem Buch (“K. Nipp / D. Stoffer, Lineare Algebra, 5. Auflage”) gilt
fiir jede n x n-Matrix A:

A ist regular <= das Gleichungssystem Ax = 0 hat nur die triviale Losung x = 0.

Also reicht es die Losungsmenge von Az = 0 zu betrachten. Wir verwenden dafiir den
Gauss-Algorithmus:

Ty X9 x3 |1 Ty X9 x3|1 Ty T9 x3|1
3 1 3]0 1.Zi3>.Z 1 1 110 2.Z:2.Z_—2>><(1.Z) 1 1 110
2 3 110 2 3 1|0 32z=8z-3xqazy 0 1 =10
1 1 110 3 1 3|0 0 -2 010
1 T2 .ng‘
3.Z:3.Z_+2>><(2.Z) 1 1 1 (%)
0 1 —-11]0
0 0 =210

Die einzige Losung hier ist z = 0, da aus (x) folgt, dass

11 1 T T+ @2 + T3 0
01 —1]-|z2| = Ty — T3 = | 0] = 23 =0 (aus der 3. Zeile)
0 0 -2 T3 —2I‘3 0

—> x5 = 0 (aus der 2. Zeile mit z3 = 0)
= 11 = 0 (aus der 1. Zeile mit x5 =0, z3 = 0).

Deshalb ist A regulér.



(b) Aus Satz 2.8 aus dem Buch (“K. Nipp / D. Stoffer, Lineare Algebra, 5. Auflage”) folgt
auch fiir jede n x n-Matrix B:

B ist singular <= das Gleichungssystem Bx = 0 hat nichttriviale Losungen.

Deshalb betrachten wir die Losungsmenge von Bx = 0:

X1 T2 T3 ‘ 1 T To T3 1 T ) T3 1
2 v 410 1.262.2 1 2 210 2.Z:2.Z_—2>><(1.Z) 1 2 2 0
12 2]0 2 v 410 3z=32z+1z2 0O v—4 0 |0
1 -1 ~]0 1 —1 ~4|0 0 1 4420
il T2 T3 ‘ 1 1 T2 xT3 ‘ 1
22637 1 2 2 0 3.Z:3.Z—(_~/—>4)><(2.Z) 1 2 2 0
0 1 ~y+2]0 0 1 v+ 2 0
0 y—4 0 |0 00 —(vy=4)(r+2)]0
T To T3 ‘ 1
_ 1 2 2 0 (%)
0 1 v+ 2 0
00 (4=7)(+2)]0
Falls (4 —v)(y +2) = 0 ist, ist 3 = o € R ein freier Parameter, da dann wegen (%)
gilt
1 2 2 T $1+2$2+2$3 0
0 1 v+ 2 x| = zo+(y+2)25 | =10
00 (4=720+2)/ \z (4 =7)(v +2)zs 0
= x3 = a € Rund es gilt nur, wenn (4 — v)(v + 2) = 0 nicht zwingend z3 = 0 (aus der 3. Zeile)
= 19 = — (7 + 2)z3 und ist eindeutig durch z3 bestimmt (aus der 2. Zeile)
= 11 = —2x3 — 225 und ist ebenfalls eindeutig durch x3 bestimmt (aus der 1. Zeile)

und Bz = 0 besitzt daher nichttriviale Losungen x # 0 = <§>

Somit ist B singulér fir die Werte v € {—2, 4}, weil genau fiir diese beiden Werte von
7 gilt (4 —=7)(y+2)=0.

3. Orthogonale 2 x 2-Matrizen

Sei I die 2 x 2-Einheitsmatrix und u = (\/73, Hr.

(a) Fiir welche Werte des Parameters « ist die Matrix

V=1, — auu®

orthogonal?



(b) Loésen Sie fiir die in (a) ermittelten Werte von a das Gleichungssystem

v ()

ohne den Gauss-Algorithmus zu benutzen.

(c¢) Kontrollieren Sie (a) und (b) mit MATLAB.
Losung:
(a) Es sei

V=1, — auu’.

Wir konnen die gesuchten Werte von o wie folgt finden:
V ist per Definition orthogonal, falls VIV = I, mit I, = (; ). Da If = I, und

(uwuh)T = (u)Tu? = uu®, folgt

VT = (I — auu™)"

=17 — (cuu™)T
=17 — ()T
=T — a(uu”)”
=1, — a(u®)u”
=T, — cwn?
=V
und damit
Vv =vv
= (I — awu®) - (Iy — cun®)
=1, - Iy — lhavu” — auu’ly + (—auu®) - (—auu®)
=1, I, — Loauwu’ — Lowu’ + cvu® auu®
=1, I, — 2Lauu’ + avu® auu®

=1, — 20uu” + Puuluwu®
~—~

=1

=1, — 2cuu’ + aPuu®

=Ty + (a® — 2a)uu’.



In der obigen Rechnung haben wir auch verwendet, dass u”

Berechnung
uTu= (£, 51" (4,47
V3
= (73’ %) i )
2
_ V3 . 43 1.1
=% "3 ta3
_ 3,1
=171
=1€R
folgt.
Bemerkung:

Der Term uu? ist die 2 x 2-Matrix

uw =

aber uTu = 1 € R ist eine reelle Zahl (= 1 x 1-Matrix).

Da uu® #0 = (8 8), gilt VIV =1, (<= V ist orthogonal) genau dann, wenn

VIV =1 + (@® = 20)uu’ =1, <= (a® — 2a)uu’ =0,

u = 1 gilt, was aus der

also genau dann, wenn a? —2a = 0 <= a(a—2) = 0, also genau fiir « = 0 und o = 2.

Bemerkung:
Fir a = 0ist V =1y — 0 - uu’ = I, trivialerweise orthogonal, da

VIV = IIT, = LI, = L.

Allgemeiner ist eine n x n-Matrix V € R™" von der Form V := I, — 2uu? € R™*" mit

uTu =1 und der n x n-Identitatsmatrix I, € R™ " immer orthogonal, da
(I, — 2uu™)" - (I, — 2uu™)
I — (™) w27y - (1, — 2uu’)

= (I, — 2uu”) - (L, — 2uu®)
L, - I, — L,2uu” — 2uu’, + (—2uu’) - (—2uu’)
I

= 2uut — 2uut + duuTuu”
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=1, — duu” + duuTuu®

=1
=1, — duu® + duu”
=1,.

Man nennt eine solche Matrix Householder-Matriz. Siche dazu Seite 32 im Buch (“K.

Nipp / D. Stoffer, Lineare Algebra, 5. Auflage”).

Bemerkung:
Die folgende Rechnung

VT = (1, — 2uu®)”
=1 — 2uu’)T
— 17— (uT)TuToT
=1, — 2uu”
=V

zeigt zudem, dass fiir eine Householder-Matriz V immer VI =V gilt.

Wenn die Inverse V! existiert, gilt

v () v (19).

1

1. Fur a =0:

Hier gilt, wie oben beschrieben

und wir berechnen

2. Fur o = 2:

Hier gilt



Da V orthogonal (VTV = 1) und symmetrisch (VT = V) ist, gilt
VIV=VV=V=h<sV=V"
und damit gilt
Vi=vi=V

Die Inverse V! einer orthogonalen Matrix V' existiert also immer und ist im Allge-
meinen gegeben durch V-1 = V7T,
_\/g _ V—l . _\/§

Also berechnen wir mit der obigen Aquivalenz V-2 = 1 =T = 1
und V! =V, dass
_ _ _1 3 _ V3 _ V3
L 1 2 3 1 213
— I = 0
2

(c) Wir haben das folgende MATLAB-Skript:

o)

u = [sqrt(3)/2;1/2];
A = eye(2)—2x(u*xu.’);

YBestimmt die Matrix V fuer alpha = 2. eye(2) bezeichnet die Einheitsmatrix
%der Dimension 2x2.

B=eye (2);

9B ist die Matrix V fuer den Parameter alpha = 0.

A xA

%Prueft, ob A orthogonal ist. ’ transponiert eine Matrix. Sie ist genau dann
Jorthogonal , wenn A’xA = eye(2) gilt, und das wird auch

Y%von der Ausgabe angezeigt. Bemerke aber, dass die logische Aussage

YA’ xA = eye(2) falsch ist; dies liegt nur an winzigen Rundungsfehlern.

B’«B

%Auch dies ergibt — trivialerweise — die Identitaet, also sind beide
%Matrizen orthogonal.

%b)
XA = [0;2];
xB = [—sqrt (3);1];

%Initialisiert die Variablen fuer die berechneten Loesungen x.

AsxxA
BxxB

YBestimmt in den jeweiligen Faellen das Produkt der Matrix V mit dem Vektor
%x. Die Ausgabe zeigt jeweils den Vektor [—sqrt(3);1], was verifiziert ,
%dass die Loesungen in der Tat korrekt sind.



4. Gegeben sei die 2 x 2-Matrix
a b
(),
(a) Fiir welche Werte von a, b, ¢, d ist A regular?

(b) Bestimmen Sie fiir die in (a) ermittelten Werte von a, b, ¢, d die Inverse A™!.

Losung:

(a) Nach Satz 2.8 aus dem Buch (“K. Nipp / D. Stoffer, Lineare Algebra, 5. Auflage”) gilt
fiir jede n x n-Matrix A:

A ist reguldr <= das Gleichungssystem Az = 0 hat nur die triviale Losung x = 0.

Also reicht es, die Losungsmenge von Ax = 0 zu betrachten. Wir verwenden den
Gauss-Algorithmus:

1. Fall: a # 0: Es gilt

Ty Tl 0 7=27-cx(1.7) L T2 ‘ 1
a b0 —3 a b 0 (%)
¢ d|o 0 d-%]0

Dieses System (*) hat Rang 1 genau dann, wenn d — bf =0 < ad—bc = 0 gilt. Folglich
ist die Matrix A = (Z Z) regular genau dann, wenn ad — bc # 0 gilt.

2. Fall: a = 0: Es gilt

Tr1 X2 1 Ir1 X2 1
0 b0 "B d0
c d|0 0 b0

Dieses System hat Rang < 2 genau dann, wenn entweder b = 0 oder ¢ = 0 ist, also
wenn bc = 0 < ad — be = 0 gilt, da a = 0 ist. Folglich ist die Matrix A = (‘; Z) auch
in diesem Fall regular genau dann, wenn ad — be # 0 gilt.

Zusammenfassend gilt daher:

A= (Z Z) mit a,b, c,d € R ist regular <= ad — bc # 0.
(b) Sei A regulér, also ad — bc # 0. Wir setzen
X = A1 = (9611 $12)
' T2l T22
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und benutzen die Notationen

o _ (r) @ _ (T _ (! _ (0
0= () w0 = (2) = (o) == (1),

Mit diesen Definitionen gilt nun

X:=A'= (xll 1‘12) =(z® 2®) und L= ((1) (1)) = (e1 ).

To1 22
Damit folgt aus der Gleichung
(61 62) =L =AA1'=AX=A. (x(l) SL’(2)) = (Ax(l) Ax(Q)) ,
dass Az = e; und Az® = e, gelten muss. Insofern entspricht AX = I, einem

Gleichungssystem Az = e; mit Losungen & = 2 fiir ¢ = 1,2 mit zwei rechten Seiten.
Wir losen es mit dem daraus resultierenden Gauss—Jordan—Algorlthmus.

Betrachte die erweiterte Matrix
a b|l1l 0
c d|0 1
1. Fall a # 0: Wir berechnen
bl1l 0\ 22=22-<x(1.2) (a b
( d|o 1) — (o d—%

be
)

Q

2.7Z= a><(2 Z) b 1 0 1.Z=1.Z—a_d>%bc><(2.2 a 0 1+ ﬁ _ada—bbc
ad —bc| —c a 0 ad—be —c a
ad—bc+be ab ad ab
a 0 ad— l—)’; " ad—bc — a 0 ad—bc ~ ad—bc
0 ad—bc —c a 0 ad—bc| —c a
=4 (1.2) (ad — be d —b\ VZ=igmx(2) (1 0| 4 =&
0 d b o 0 1| =< _—a_ )
aa —oc | — a 2.Z= adl,bc x(2.2) ad—bc  ad—bc

Daraus folgt:

1 d —b
Al =X = .
ad — bc <—C a)

2. Fall: a =0: Da ad — bc # 0 gilt und a = 0 ist, gilt be # 0 und somit ist b # 0 und
¢ # 0. Es folgt ahnlich wie oben

0 0|1 0)1zozz (¢ d|0 1\ 1z=1z-4x@2) (c 0| - 1

c d|0 1 0 b1 0 0O b 1 0
1.Z:i>(1.Z) (1 0 _bic %) — (1 0 —bc —_Tbb(:) a;O (1 0 add—bc ad_—bbc> .
2~Z:%X(2~Z) 0 1 b 0 0 1 —bc ad—bc =ad=0 O 1 zzd_—cbc ada—bc
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Also gilt auch fiir a = 0:

1 d —b
Al =X = .
ad — bc (—C a)

Zusammenfassend gilt daher:
Die Matrix A = z Z) ist singulér (nicht invertierbar), wenn ad — be = 0 gilt.
Ansonsten ist

-1
-1 _ [a b o 1 d —b . . B
AT = <c d) = 2d—be (—c a fiir alle a, b, ¢, d mit ad — be # 0.
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