D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2021
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losung Serie 11

Aufgabe 1 ist online auf https://echo.ethz.ch zu losen. Schicken Sie Thre Losung bis
spatestens Freitag, 17. Dezember um 14:00 Uhr ab.

Die schriftlichen Aufgaben konnen Sie am selben Tag in Ihrer Ubungsstunde abgeben oder
per SAM-Upload Tool https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s01.

1. Betrachten Sie die Menge R% := R, x R, der Paare positiver, reeller Zahlen, gegeben als
Vektor

<a1> €R2 mit a; € Ry :=(0,00) und ap € R, := (0,00).

az
Die Addition auf R? sei folgendermassen definiert:
(331) + (%) — (xlyl)'
T2 Y2 L2lY2
Im Folgenden betrachten wir drei verschiedene Definitionen der Multiplikation mit einem

Skalar \ € R:

1. Definition: A (xl) = (/\xl)
) )\1'2
. T 6)‘1171
2. Definition: A =1 )
) € To
.- T ZE)‘
3. Definition: A =("1)

Welche der folgenden Behauptungen sind korrekt?

Die Menge R? ist ein Vektorraum mit der oben definierten Addition und Multiplikation mit
einem Skalar A\ gemass der ...

(a) 1. Definition.
(b) 2. Definition.

(c) 3. Definition.


https://echo.ethz.ch
https://sam-up.math.ethz.ch/?lecture=401-0171-00&serie=s01

Losung: Korrekt ist nur (c), da:

(a) 1. Definition.
Falsch, da z.B. fir A <0 gilt

r1\ )\[L’l 2
)
weil \xy < 0 und Azg < 0 und daher \zy ¢ Ry, Axy ¢ R,. Dies gilt, da xy > 0 und

To > 0 1st.
Die Vektorraumaxiome fordern jedoch, dass die Skalarmultiplikation mit X € R eine

Abbildung von
2 2 . T AT
R x Ry nach R mat ()\, (.172)) — (/\x2>

sein muss. Dies ist somit nicht erfullt.

(b) 2. Definition.
Falsch, z.B. ist das Distributivgesetz

=Xr+\y mitxr= (];1) eR, undy = <y1> eR,
T2 Y2

fiir X # 0 nicht erfillt, da dann e* # e** gilt. In der obigen Berechnung haben wir die
oben gegebene spezielle Addition und die Multiplikation der 2. Definition je zweimal

verwendet.
1-x:1-<$1):$:(x1) mitx:(xl)ERi
T2 ) )

Die Beziehung



1st ebenfalls nicht erfillt, da

v’ (c) 3. Definition.
Richtig, es werden alle Vektorraumaxiome erfillt:

(1) Es gilt: R% # 0 und
+:R2 xR2 - R?

wn= () () o= (i) e

st wohldefiniert, da x1y; > 0 und zays > 0, wenn x1 > 0 und x9 > 0 gilt.
Ebenfalls gilt

-:]RXR%F%R%F

= (3 (2) - (e

und dies ist wohldefiniert fiir alle A € R, da 27 > 0 und x5 > 0, wenn x; > 0 und
To > 0 1st.

(2) Kommutativgesetz der Addition:

o () (0) ()= ()= () e e
1) Yo T2Y2 Y22 Y2 X2

(8) Assoziativgesetz der Addition:

=)+ () ()



(4) Der Nullvektor dieser Vektorraumstruktur ist

- (1)
0= () ()= () () e vem
<

1) € R? ist gegeben durch

da

8

(5) Das additiv inverse Element “—x” zu x =

weil

(V4 (F) = () = (N =0 veer
:L’+(—$)— o + x_12 - 352'12 —\1) T < +
1
Das additiv inverse Element —x = <9i1) ist wohldefiniert, da x; € Ry = (0, 00)

und 9 € Ry = (0, 00) nicht gleich 0 sein kénnen.

(6) 1. Gesetz der Skalarmultiplikation:

o= ()= ()= () == (D = () =em vasen,

(7) 2. Gesetz der Skalarmultiplikation:

a+f a,B a B
o toem ()= (o) - () - () () o () oo () o

Va,B € R and Vx € ]Ri.

[~



(8) Distributivgesetz der Addition und Skalarmultiplikation:

seen = ((2)+ (%))

2. Spatprodukt in R3
Es seien a,b,c € R? drei Spaltenvektoren. Das Spatprodukt S(a,b,c) dieser drei Vektoren
a, b, c ist dann definiert als

S(a,b,c):=(axb)-ec

(a) Beweisen Sie, dass S(a,b,c) = det(a, b, c) gilt.

(b) Beweisen Sie, dass |S(a,b,c)| das Volumen des von a,b und ¢ aufgespannten Paral-
lelepipeds (Spat) ist.

(c) Was sagt das Vorzeichen von S(a,b, c) aus?

Losung: Es seien die drei Vektoren a, b, c € R? gegeben durch

ai by 8]
a = as |, b= bg s C = (&)
a3 b3 C3



(a) Es gilt nach Aufgabe 4 in der Serie 5, dass

Zudem ist
a1
det(a, b, c) = det | as
as
— (_1)1+1

aq by asbs — asby
axb= as X bg = a3b1 — a1b3
as b3 CleQ — CLle

.al

C1
C2
C3

C3 as Cs

- det (22 CQ) F(=1)"2 by - det (” 02) +(—1)1+3.cl.det(
3

=aj - (b203 — Cng) — b1 . (CLQCg — CQCLg) + C1 - (agbg — bgag)

= G1b263 — G1C2b3 — 61&203 + b102a3 + Clagbg — Clbgag

= aybacs + asbscy + asbica — aybzce — agbics — agbacy,

nach einer Entwicklung nach der 1. Zeile. Diese Formel sollte man auf seiner Zusam-

menfassung aufschreiben.

Daher gilt

S(a,b,c) =(axb)-c

a2b3 — a3b2 C1
azby —aibs | - | c2
a1by — azby C3

Cl- (azbg — agbz) + Cy - (a361 — 0,1b3) + C3 ((Ilbg — agbl)

Clagbg — Clagbg + 02a3b1 — 02(1163 + 03a1b2 — CgCLle

a1b203 + agbgcl + agblcg — a1b302 — a2b103 — a3b201

ap by o
det (05} b2 Co
as bg C3

= det(a, b, c).

(b) Fiir das Volumen V' des von a, b und ¢ aufgespannten Parallelepipeds gilt

V=G-h,

wobei G die Grundfliche und % die Hohe ist. Nach Serie 5, Aufgabe 4(d) gilt fiir die
Grundflache G mit Seiten a und b die Formel

G = |lal| - [}l - sin(p) = [la x b]],
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wobei ¢ der Winkel zwischen den beiden Vektoren a und b ist.
Fiir die Hohe A gilt

h = lc|| - cos(e),

wobei a der Winkel zwischen ¢ und einem Vektor 7 ist, der senkrecht auf a und b
steht, also senkrecht zur Ebene, die von den beiden Vektoren a und b aufgespannt
wird. Ausserdem soll 77 auf derselben Seite der Ebene liegen wie der Vektor ¢, was nur
ist, damit h positiv ist. Genau einer der beiden Vekoren (a x b) oder —(a x b) ist so ein
Vektor 7, unter der Annahme, dass a x b # 0. Im Fall a x b = 0 ist die Grundflache
G = 0, das Volumen V = 0 und S = 0 und die Formel also korrekt. Der Winkel

zwischen ¢ und a x b ist entweder o oder m — v und es gilt cos(a) = — cos(m — a).
Daher gilt
V=G-h
= [la > bl - flel} - cos(e)
=x(axb)-c
= |S(a,b, )|,

wobeil wir die Formel

z-y = ||zl - [lyll - cos(e)

aus Serie 5, Aufgabe 4(d) im Hinweis mit  := a X b, y := ¢ und ¢ := « verwendet
haben, wobei ¢ der Winkel zwischen = und y ist.

Es gilt S(a,b,c) > 0 genau dann, wenn das Tripel (a, b, ¢) positiv orientiert ist, d.h.
genau dann, wenn es die Drei-Finger-Regel (de.wikipedia.org/wiki/Drei-Finger-Regel)
erfillt. Dies gilt, da die drei Vektoren (a, b, a x b) die Drei-Finger-Regel bekanntlich
erfiillen und S(a,b,¢) = (a x b) - ¢ > 0, genau dann, wenn a x b und ¢ dieselbe
Orientierung haben (= auf derselben Seite der von a und b aufgespannten Ebene liegen).
Daraus folgt, dass auch das Tripel (a, b, ¢) die Drei-Finger-Regel ebenfalls erfiillt.


http://de.wikipedia.org/wiki/Drei-Finger-Regel

3. Wir interpretieren den Graphen G

G

aus Serie 10, Aufgabe 4 als elektrisches Netzwerk, wobei jede Kante einem Widerstand
von Ry = 1€) entspricht. Berechnen Sie den Widerstand R zwischen den Knoten 1 und 5
mit Hilfe der Formel

R = 3027

T

wobei 7 die Anzahl der aufspannenden Baume von G ist und 7 5 die Anzahl der aufspan-
nenden Teilbaume, welche die Kante zwischen den Knoten 1 und 5 enthalten. Verwenden
Sie dazu die Formel aus Serie 10, Aufgabe 4.

Hinweis: Die Anzahl der aufspannenden Teilbaume, welche die Kante zwischen den Knoten
1 und 5 nicht enthalten, ist gleich der Anzahl der aufspannenden Teilbdume des Graphen,
den man erhalt, wenn man die Kante zwischen den Knoten 1 und 5 1oscht.

Losung: In Serie 10, Aufgabe 4(a) haben wir berechnet, dass fiir die Anzahl 7 der aufspan-
nenden Baume im Graphen G gilt: 7 = 40.
Ausserdem gilt

/
s =T T5

wobei 71 5 die Anzahl der aufspannenden Teilbdume des Graphen G| ist, den man erhilt,
wenn man die Kante in GG zwischen den Knoten 1 und 5 loscht.



Gis

Der Graph G 5 sieht folgendermassen aus:

Fiir G 5 hat man die Adjazenzmatrix

O -

AG1,5

],

20000
03000
00400
00020
0000 3

J

0
0
0
0

AG (Withou;::ancellations)
00
0
2
0 0 0 4-

4
0

-~

0
DG (in black)

0

3—1 0 0 0
0

|

DG1,5

und die Matrix



woraus wir den folgenden Laplace-Operator

LGl,5 — DGl,5 . AGl,5

20000 01100
03 000 10101
=0 0400—-f1 10171
00020 00101
0000 3 01110
2 -1 -1 0 0
-1 3 -1 0 -1
=|-1 -1 4 -1 -1
0 0o -1 2 -1

fiir den Graphen G 5 berechnen.
Durch Berechnen des (3, 3)-Kofaktors a’s3 von LY erhalten wir mit Kirchhoff’s-Matrix-Tree-

10



Theorem aus Serie 10, Aufgabe 4(a), dass

7'{,5267'33
2 -1 =1 0 0
-1 3 =1 0 -1
=det | >1L >1 ¢ =1 =1
0 0 =L 2 -1
0 -1 =L -1 3
2 -1 0 0
-1 3 0 -1
S I R R
0o -1 -1 3
-1 3 0 -1
1.22.2 2 1 0 0
=""(—1) - det 0 0 9 -1
O -1 -1 3
1 -3 0 1
(-1)x(1.2) 2 -1 0 0
=D () det [0y
O -1 -1 3
1 -3 0 1
2.2-2x(1.2) 0 5 0 -2
= ety o
O -1 -1 3
5) 0 -2
Pt 0 2 —1]|+0+0+0
-1 -1 3
=5-2:34040-5-(=1)-(-1)=0—(-1)-2-(-2)
=30—5—4
= 21,
wobei wir erneut die Formel
aq bl C1
det a9 bg Co :a1b203+a26361+a3b162—a1b302—agblcg—agbgcl
as bg C3

fiir die Determinante von 3 x 3-Matrizen verwendet haben.
Folglich gilt fiir den Widerstand R zwischen den Knoten 1 und 5, mit der in der Aufgaben-

11



stellung gegebenen Formel, dass

4. Vandermonde-Determinante

(a) Fiir die Vandermonde-Determinante gilt die Formel

1oz 22 .. 2!
1 @y a3 ... ay!
det | . 7 ] = H (x; — x;).
o, ) 1<i<j<n
1 z, = "

Verifizieren Sie diese Formel fir den Fall n = 3.

b) Fiir die Flache Fa(qp.) eines ebenen Dreiecks A(a, b, ¢) mit den Seiten a, b, ¢ gilt bekan-
(a,b,0)
ntlich die Flachenformel von Heron

Fa@be = V/s(s —a)(s = b)(s —¢),

wobei s = 2(a+ b+ ¢) der halbe Umfang des Dreiecks A(a, b, ¢) ist. Man kann zeigen,
dass die Formel

0 a* bV 1
1 a2 0 1

2 —
FA(a,b,c) - _E det 2 2 0 1
1 1 1 0

denselben Wert fir Fa(q,.) ergibt.

12



Fiir das Volumen Va(qp.cp,qr) €ines Tetraeders A(a,b,c,p,q,r) mit den Kantenlangen
a/’ b7 C? p7 Q’ r

A(a,b,c,p,q,7)

gilt eine ahnliche Formel, namlich

0 a* b* & 1
a> 0 r? q2 1

2 = — 2 2 :
VA(a,b,C,p,q,T) 9532 det b2 T2 02 n
c ¢ p 01
1 1 1 1 0

Welchen Inhalt Va(qp.cpqr) hat das Tetraeder A(a, b, c,p,q,7) mit den Kantenlédngen
a=1,b=2,c=3,p=4,q=3und r =27

Losung:

(a) Man zeigt im Fall n = 3 z.B. mit der Regel von Sarrus (de.wikipedia.org/wiki/Regel von_Sarrus)
oder mit der Determinantenformel fiir 3 x 3-Matrizen

ap b ¢
det [ az by co | = arbacs + agbscy + asbica — arbscy — asbics — asbacy,
az by c3

mit a; = ay =az=1,b; = x1,by = 19,03 = z3 und ¢; = 22, ¢y = 23 c3 = 22, dass

1z 22

2| _ 2 2 2 2 2 2

det |1 2o a5 | =1-29-254+1-23-27+1-27-25—-1-23-25—1-21-25—1-29-2]
1 x3 23

= xgxg + x3x§ + xlxg - :ng% - mlxg - mgx?

= xgxg + xlxg + 37356% - azgxg — :clxg — xga:f.

13


http://de.wikipedia.org/wiki/Regel_von_Sarrus

Dasselbe Ergebnis erhdlt man auch durch Ausmultiplizieren von

I G- = 1T (zj — @)

1<i<j<3 (1,7)=(1,2),(1,3),(2,3)
= (22 — m1) (x5 — 21) (23 — 22)
= (QTQ — [L’l)(fﬁg — T3To — T1T3 + ZE1$2)
= xﬂg — XoX3L9 — LoX1L3 + Lol 1Ty — xlxg + x12309 + I%.Tg — x?xg
= T9X3 — T3X5 — T1TaT3 + T1T5 — T1T5 + T1ToTy + T3T: — ToT]

2 2 2 2 2 2
= Tok3 + T1X5 + T3X] — T3T5 — T1X3 — To27,

da (4,7) = (1,2),(1,3),(2,3) die einzigen Paare sind, die die drei gegebenen Ungle-
ichungen 1 < ¢ < j < 3 erfiillen. Die Paare (i,7) = (1,1),(2,2),(3,1),(3,2),(3,3)
erfiillen die Ungleichungen 1 < ¢ < j < 3 nicht.

Die obigen Rechnungen beweisen die Formel

2
1 2, o7
2| _
det | 1 xo 25| = H (x; — ;)
1 @3 23 1<i<j<3

fir die Vandermonde-Determinante im Fall n = 3.

14



(b) Wir berechnen

0
1
1
1
0

0
9
16

9 916 0

1
1

16

0 916 0

01 4

1 0 4
det

9 9 16

11

2(4:12:1 4 9-1-7 + 1-(—4)-(=9) — 4-1-(=9) — 9-(—4)-1 — 1-12-7)

—(0+16:1-141-16:1 — 0 — 0 — 0)
2(48 + 63 + 36 + 36 + 36 — 84) — (16 + 16)

2-135 - 32

270 — 32
238,

15



wobei Z fir Zeile, S fiir Spalte und E fiir Entwicklung nach einer Zeile Z oder Spalte

S steht.
In der obigen Rechnung haben wir die Formel

aq b1 C1
det (05} b2 (&) = a1b203 + CLngCl + a3b102 - a16362 - a2b103 — CL3b201
as by c3

fur die Determinante von 3 x 3-Matrizen verwendet.

Dann gilt mit a=1,b=2,c=3,p=4,¢q=3 und r = 2, dass

0 a2 b &2 1
1 a2 0 r ¢ 1
Va@(,2,34,32) = 3 det | 0> 2 0 p? 1
C2 q2 p2 O 1
1 1 1 10 a=1,b=2,c=3,p=4,9=3,r=2
01 4 9 1
1 0 4 9 1
= %32 det|4 4 0 16 1
9 9 16 0 1
\ 111 1 0
1

1

=\ i3z 1Y
1

=\ gigz V119

22.3
1

= —v119.
12
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Bemerkung:
Man berechnet, dass

0 a®> b 1

1 a> 0 1

FA(a,b,e) = _1_6 det o2 0 1
1 1 1 0

:W—%)-<—<a+b+c><b+c—a><a+c—b><a+b—c>>

:\/%(a+b+c)(b+0—a)(a+c—b)(a+b—0)

:\/%(a—i-b—l—c)%(b—i-c—a)%(a—i—c—b)%(a—i—b—c)

:\/%(a—l—b—i-c) (%(a—l—b—l—c)—a) (%(a—i—b—l—c)—b) (%(a+b+c)—c>

= /s(s—a)(s—b)(s—c) mits= %(a—i—b—i—c),

was die gegebene Formel fiir Fa (44, in der Aufgabenstellung beweist, da das Resultat
fiir die Flache von A(a, b, c) mit der Heron’schen Flachenformel tibereinstimmt.
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In der obigen Rechnung haben wir verwendet, dass

0 a® b

20 2 1 a? 1 a? 0 1
det [0 2y | ETOH (=D A det (020 1)+ (=)0 det [ 2 21
1 1 1 0 1 1 0 1 1 0
a2 0
+ (=D 1-det [ 82 2 0
1 1 1
a’ 1 a> 0 1 a? 0 ¢
=—a’-det [ 0 1) +b*-det|b® & 1| —det|b® & 0
1 1 0 1 1 0 1 1 1

=—a*-(0+0*1-14+1-1—-a*-1-1-0-0)
+0*-(0+b*-1-14+40-a*1-1-0—-1-¢*-1)
— (@ 14+ 1-2+0-0-0—-1--¢%)
=—a*- PP+ —ad>)+b*- (b —a® ) — (P + b — )
= —a’b® — a®? +a* + b = b*a® — b’ — a’? — b+
=a* + b* + * — 2a%b* — 2a*c* — 21
=a* +b* + * — 2a0* — 2a*c? + 207 — 4b* P
— (@21 —?)? — 42
= (a*—b* —c*)*+2bc - (a®—b* —c*)—2bc - (a®—b* —c?)—4b*c?
= (a*—b* =) - (a®*—b* =)+ (a*>—b* —c?) - 2bc—2bc - (a® —b* —c?)—2bc - 2be
= (a*—b* —c*—2bc)-(a® —b*—c*+2bc)
= —(=a*+b* +2bc+c?)-(a*—c® —b*+2bc)
= —(ab+ac—a*+b*+bc—ab+bc+c? —ac)-(a* +ab—ac+ac+be—c? —ab—b*+be)
= —(ab+ac—a*+b*+bc—ba+cb+c* —ca)-(a*+ab—ac+ca+cb—c* —ba—b*+be)
=—(a+b+c)(b+c—a)a+c—b)(a+b—rc),

wobel wir erneut die Formel
ap b o
det | aa by ¢ | = a1bacs + asbscy + aszbicoy — a1bsca — asbics — asbacy
az bs c3
fir die Determinante von 3 x 3-Matrizen und die Trinomische Formel

(x+y+2)?2=2>+y* + 22+ 20y + 202 + 2y

mit z := a?, y := —b® und 2z := —c? in der Berechnung verwendet haben.
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