D-MAVT / D-MATL Lineare Algebra I HS 2021
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losungen Ferienserie

Diese Ferienserie hat kein Abgabedatum und wird nicht korrigiert. Die Losungen werden
Mitte Januar verdffentlicht.

1. Finden Sie ein Erzeugendensystem des Losungsraumes £ C R5 des Systems

Ty + 21’2 — T3 + 31’4 — 5 = 0
3r7 — X9 + 4x3 — x4 + Dxs = 0

T + Tr5 = 0
r3 + Ty = 0

Losung: Wir schreiben das System in Matrixform als

1 2 -1 3 -1 0
3 -1 4 -1 5 21 o
1 0 0 0 1 7o
00 1 1 0 T 0
Ts
Den Losungsraum finden wir mit Gauss-Elimination:
1 2 -1 3 -1 1 2 -1 3 -1
3 —1 4 —1 5 2.Z—3_><(>1.Z) o -7 7 =10 8
1 0 0 0 1| 3z-1z |0 =2 1 -3 2
0o 0 1 1 0 0 0 1 1 0
1 2 -1 3 -1 1 2 -1 3 -1
32-5x22) 0 =7 7 =10 8lizwaz|0 =T T -10 8 )
o 0 -1 -1 -2 0o 0 -1 -1 —%
0 0 1 1 0 o 0 o0 ¢ -2

Wiéhle nun z5 = a € R beliebig, da () in der untersten Zeile zwei Eintrége besitzt.
Aus der letzten Zeile von (%) wissen wir, dass

6 2
?1'4 — ?$5 = 0

und es folgt



Weiter folgt aus der 3. Zeile, 2. Zeile und 1. Zeile von (x), dass

1 2 0 1 2 1 o 2 1 6 7 Q

— X3 — =Ty — T =0=> 3= ——2y — —Tg = —— - — — — O=—0— —0Q=———Q = ——

M S A e A 21 21 21 3’
1 1 7 10 24

—7m2+7m3—10m4+8m5:():>x2:?(7x3—10m4—|—8x5):?(—ga—?oﬁ—?a):%,

T1+ 209 — a3+ 304 —25=0= 21 = —2T9+ 23 — 34 + T5 = —

und die Losungsmenge £ des Systems ist somit gegeben durch

acR

o
Il
| |
Q wlgmlgwlg o

Ein mogliches Erzeugendensystem des Losungsraums L ist also gegeben durch den Vektor

-3
1
-1,
1
3
sowie nichttriviale Vielfache davon, da
—« -3
3 o | !
—el==]-1
« 3
3 1
« 3

2. Betrachten Sie die folgenden Unterriume von R*:

U:={x € R*|zy — 2x3 + 14 = 0},
Vi={r cR*|2) + 2y — 213 — 24 = 0, 1 = 24}.

Bestimmen Sie ein Erzeugendensystem von
(a) U,
(b) V,



(c) UNV.

Losung:

(a) U = {x € R*| 29 — 223 + 24 = 0}. Man kann also x;, 3 und x4 als freie Parameter
wahlen. Damit ist 9 = 223 — 24. Man kann U also schreiben als

T
U= 21’3—1'4 ER4 $1,$3,$4€R
T3
Ly
Es gilt
21 1 0 0
21‘3 — T4 o 0 21‘3 —Xy
T3 o 0 * T3 * 0
1 0 0
B 0|, 2|, ~1
o] TR T o
0 0 1
~—— —— ——
:;a(l) :;a(2) ::a(g)

Die Vektoren a™™,a®, a® sind offensichtlich ein Erzeugendensystem fiir U. Sie bilden
sogar eine Basis fiir U, da der Vektorraum U dreidimensional ist, weil er von den drei
Variablen x1, 3 und x4 abhangt.

(b) V= {reR|zy +29 — 223 — 24 =0, 2y = 14}. Man kann also x3 und z, als freie
Parameter wahlen. Aus xy = x4 folgt x1 + x5 — 223 — x4 = 29 — 203 = 0 = x5 = 2u13.
Also gilt

€R4 233,$4€R

Wie in (a) sieht man, dass b*), b ein Erzeugendensystem von V' bildet mit

p) — ’ 2 —

_ o O =
O~ NN O



da

T4 Ty 0
2!173 _ 0 + 2$3
T3 0 I3
T4 T4 0
= x4 . ( +:L‘3 .

1 0

0 2

0 1]

1 0
—— ——
=:p(1) =:5(2)

Dieses Erzeugendensystem bildet sogar eine Basis fiir V', da der Vektorraum V' zwei-
dimensional ist, weil er von den zwei Variablen x3 und x4 abhangt.

Fiir den Vektorraum U NV werden alle drei Bedingungen (), (i) und (#ii) von U und
V' zusammengenommen und wir erhalten

unv = IL‘ER4|ZE2—2$3+ZE4:0,ZE1+JZ2—2$3—$4:0,ZE1:ZE4
- ~~ > - ~~ g
0 ) (i)
Es folgt
_ () (@) . oy B
T1 =Ty = Ty = 203 —> X4 = 203 — Tg9 = 203 — 203 =0 r1 = 0.

Somit kann nur die Variable x3 als freier Parameter gewahlt werden. Damit folgt

( 3\

0 0

2]73 4 2 4
unv = - ERYz3eR ) =< x3- 1 eR*z3€eR
3
0 0
—

\ =:c(1) )

und daraus ergibt sich, dass der Vektor

A

O = NN O

ein Erzeugendensystem von U NV darstellt.
Dieses Erzeugendensystem bildet sogar eine Basis fiir U NV, da der Vektorraum U NV
eindimensional ist, weil er nur von der Variablen x5 abhangt.
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3. Bestimmen Sie in den folgenden vier Fallen mit dem Gaussverfahren, ob die folgenden
Vektoren im R? bzw. R?* linear abhingig, linear unabhingig und ob sie erzeugend sind:

AW | (1) (o
(a) (1],10 (b) , :
| 0 3 —1 1
—2 1 1
3 —4 —1 —1 1 ~1 1
@ (2. (2] [1 (d) 1, (] 1], (o
1 4 —1 1 1 ~1 0

Loésung: Betrachte die k& Vektoren aV), ... a® im Vektorraum V. Dann gilt

a®. ... a™ sind linear unabhangig, falls aus 1M + - 4 zpa® =0 folgt,

dass 1 = - -+ = x = 0 gilt.

Sonst heissen die Vektoren a(!), ... a® linear abhingig. Falls jeder Vektor b von V als
Linearkombination der Vektoren a(, ... a® dargestellt werden kann, sind die Vektoren
aW, ..., a® erzeugend.

In dieser Aufgabe ist V = R"™ mit n = 3 oder n = 4 und wir kénnen die Bestimmung von
der linearen Abhéangigkeit usw. mit Hilfe vom Gaussverfahren systematisieren:

Schreibe A = (aV ... a®). A ist eine n x k—Matrix, wobei n die Anzahl Zeilen ist. Mit
dem Gauss-Schema koénnen wir r = Rang(A) finden.

Es gilt: die Vektoren ™V, ..., a™® sind:

e linear unabhéangig, falls r = k.
e linear abhangig, falls r < k.

e crzeugend, falls r = n.

(a) Wir berechnen

10 10
1 0/7—"10 0| und damit gilt n=3, k=2, r=1.
10 100

Da r < k gilt, sind die Vektoren linear abhangig und da r # n ist, sind sie nicht
erzeugend.

(b) Wir berechnen

1 —1 1 1
2.Z2-2x(1.2)
2 1 1|3.2z-3x1.2)|0
=
3 =1 llazex(z)|0 2 =2|4z414022)
1 0

-2 1

3 —1|32-2x(2.2) 4.742%(3.2)
— —

OO O =
S O W
|
O W =

S O O

S O W
|

o100 I b =t




und damit gilt n =4, k =3 und r = 3.
Da r = k sind die Vektoren linear unabhéngig und da r # n sind sie nicht erzeugend.

(c) Wir berechnen

3 —4 -1 3 -4 -1 3 -4 -1
5 5 1 2.Z—§><(1.Z) 0 % % 3.2-3x%(2.2) 0 % é

3.Z-ix(1.2 i6 1
1 4 -1 (A 182 0 0 -7

und damit gilt n =3, £k =3 und r = 3.
Da r = k gilt sind die Vektoren linear unabhangig und da r» = n gilt auch erzeugend.
Das heisst, diese drei Vektoren bilden eine Basis von R3.

(d) Wir berechnen

-1 1 -1 1 -1 1 -1 1
11 1 0]"— 02 01
11 -1 0" 02 =21

—1 1 —1 1
MIR% 02 01
00 —20

und damit gilt n =3, k=4 und r = 3.
Da r < k sind die Vektoren linear abhangig und da r = n gilt sind sie erzeugend.

4. Es seien

k) Ji!

mit (g) := 1 die Binomialpolynome.

<x) v —1)(z—2)(x—k+1)

(a) Zeigen Sie, dass die Menge {(}) : 0 < k < 2} im Vektorraum aller Polynome linear
unabhangig ist.

(b) P, bezeichne den Vektorraum der Polynome vom Grad < 2. Zeigen Sie, dass

P2:span{(i) :ngg?}.

(c) Bestimmen Sie eine Matrix A € Msy3(R) so, dass

x x x
bo + by + byz? :ao(o) —I—al(l) +a2<2)

gilt, wenn
Qo bo
aq =A bl
a2 by



Hinweis: Die Aufgabe (c) kann entweder durch direkte Rechnung gelost werden oder
mit Hilfe der diskreten Taylor-Formel, welche fiir ein Polynom p(x) vom Grad n besagt,

" o) =3 a0 ()

wobei A%(x) := p(x), Alp(z) := p(x + 1) — p(z) und Afp(x) = AL (A*Ip(z)) die
diskreten Differenzenoperatoren sind.

Losung:
(a) Seien ag, ay,as € R reelle Zahlen mit

o @ v (7) s (3) =0

—_ =

=1 =x :x(a:—l)
2
—1
(z)ao—l—alx—l—ag%:O
<:)a0+<a1—%>x+%x2:0.

Der Koeffizientenvergleich zeigt, dass ayp = 0, aa = 0 = a; = 0 gilt und damit
muss ag = a; = as = 0 gelten, damit die Gleichung stimmt. Folglich sind die (i) fiir
0 < k < 2 linear unabhangig und dies gilt sogar fiir alle £ € N,.

(b) Sei by + by + byx* € Py mit by, by, by € R ein allgemeines Polynom in P,. Wir suchen
reelle Zahlen ag, a1, as € R, sodass

et = () s () v (3
N——~ N~~~ N~

=1 =z _z(z—1)
- 2

gilt. Dies ist (vergleiche mit Teil (a)) dquivalent zu

bo + iz + bax? = ag + (a1 — %) T+ %:f.
Aus dem Koeffizientenvergleich
by = ao,
b= 2.
blzal—%zm—%



folgt, dass die Gleichung fiir
ap =bo, a1 ="by+by, az=20

erfiillt ist. Dies zeigt, dass
x
szspan{(k) :OSI{:S?}

Aus Teil (b) wissen wir, dass die Gleichungen

gilt.

ag = bo, a; = bl + b2, [ 2b2

gelten und daher muss die gesuchte Matrixgleichung

ag bo a11bo + a1201 + ay302 aipr Q12 Q13 bo
ap | = | b1 +ba | = | azibo + ageby +agbs | = [ a1 ax axs || b
ag 2by as1by + az2by + aszby azy asy as3 by
N ~~ J/
—A

lauten.
Es folgt erneut mittels eines Koeffizientenvergleichs, dass die Matrix

1
A=10
0

O = O
N — O

die Bedingung erfiillt.

Wihlen Sie, falls moglich, mit dem Gaussverfahren unter den folgenden sechs Vektoren
mit Begriindung eine Basis fiir R? aus.

1 1 3 0 2 1
2. (4], 2|, [-2|.,1-4],[1
1 3 ~1 2 2 1

Gegeben seien die folgenden drei Vektoren in R3:

a 0 —c
a 0], —c
1+a 2 3—c

Wie hangt die Dimension des von diesen Vektoren aufgespannten Unterraumes von
den Werten der auftretenden Parameter ab?



Losung:

(a)

Eine Basis besteht aus erzeugenden und linear unabhéngigen Vektoren. Es muss also
gelten, dass 1 = k = n = dim(R®) = 3, wobei r = Rang(A) ist mit der Matrix
A= (a,a? a®) bestehend aus drei dieser sechs gegebenen Vektoren.

Wir schreiben nun alle sechs Vektoren in eine Matrix und wenden den Gauss-Algorithmus
auf diese Matrix an und rechnen

i3 0 21 [T 1 3 0 2 1 11 3 0 2 1
24 2 —2 —4 177200 2 4 2 8 130 2 4 2 -8 —1|(%)
13 -1 2 21> o2 -4 2 0 o0 00 0 4 8 1

Aus (*) sehen wir, dass wir z.B. die Pivot-Vektoren oben an den Stellen 1, 2, 4 als
Basis wihlen konnen und erhalten daher als gesuchte Basis von R?

1 1 0
21,14, -2
1 3 2
1 3
Wir konnen statt | 4 | (gegeben an der 2. Stelle oben) aber auch den Vektor | 2
3 -1
2 1
an der 3. Stelle oben nehmen, sowie einer der Vektoren | —4 | oder | 1| (gegeben
2 1
0
an den Stellen 5 und 6 oben) anstatt [ —2 | (gegeben an der 4. Stelle oben).
2

Sei U der von den drei Vektoren aufgespannte Unterraum des R3. Die Dimension
dim(U) von U ist gleich der Anzahl Vektoren, die in U eine Basis bilden. Schreibe nun
die drei gegebenen Vektoren in einer einzigen Matrix

a 0 —c
A= a b —c
l14+4a 2 3—c

Aus der Vorlesung wissen wir, dass gilt:
Die maximale Anzahl von linear unabhangigen Spaltenvektoren von A ist gleich

r = Rang(A).

Eine Basis von U kann also hochstens aus r Vektoren bestehen (sonst sind sie nicht
mehr linear unabhéngig und bilden keine Basis). Es gilt also d := dim(U) < r.

9



Wegen dem Satz 4.3 (i) aus dem Buch “K. Nipp / D. Stoffer, Lineare Algebra, 5.
Auflage 2002” wissen wir zudem, dass mehr als d = dim(U) Vektoren linear abhéngig
in U sind. Es folgt also, dass dim(U) = Rang(A), somit kénnen wir die Dimension von
U mit dem Gaussverfahren berechnen.
Dazu berechnen wir

a 0 -—c
a b —c
l1+a 2 3—c

2.7-1.7
—

3.Z2-11%%(1.2)

a 0
0 b
0 2

—C
0
3—c—|—(1%a)c

a 0
0 b
00

—C
0
3—c—|—(1%a)c

Um die obigen Matrixmanipulationen durchzufithren benétigen wir, dass a # 0 und
dass b # 0. Daher miissen wir Fallunterscheidungen machen.

Fall @ = b = 0: Die obige Matrix vereinfacht sich und wir rechnen

— o O

—C
—C

3—c¢

N O O

1.7
—

3.Z

e Falls ¢ =0, gilt dim(U) =r = 1,

e falls ¢ # 0, gilt dim(U) =r = 2.

Fall a = 0,b # 0: Wir unterscheiden die zwei Falle

e fiir ¢ = 0 vereinfacht sich die Matrix und es gilt

0 00 1 2 3
0b 0/"Z3% 0 b 0
1 2 3 000
o fiir ¢ # 0 gilt
0 0 —c 1 2 3—c¢
0 b —c 1'@?2 0 b —c
1 2 3—c¢ 0 0 -—c
Fall a # 0:
a 0 —c a 0 —c
a b —c 2'1Z+;>1’Z 0 b 0 Q'Zi%'z
l+a 2 3—c|?7 0210 2 34¢

Wir unterscheiden nun zwei Falle:

e Falls —(3“2—26)1’ =0, also falls b = 0 oder ¢ = —3a: dim(U) =r

10

o O =
S O N

3—c¢
—c

0

und damit gilt dim(U) = r

o O

SN O

—c
3+
0

ISHe}

2,

2,

und damit gilt dim(U) =r = 3.

57-tx@z)| ¢ 0 —¢
LA 02 3+¢




o fallsW#O:dim(U):r:?).

6. Gegeben sei die Basis B = {b(M), b2 b3} fiir R3| wobei

1 1 1
ph) — [ -1 ’ b2 — | -1 7 p3 — | 2
0 2 -3
(a) Betrachten Sie den Vektor
1
r=|—-4] eR®
—1

Finden Sie die Koordinaten v, ¥, y3, die x in der Basis B beschreiben, d.h.
z =y b 4y 0+ y5 6.

(b) Es sei nun v € R? der Vektor mit Koordinaten (1,—2,2)" in der Basis B. Bestimmen
Sie die Koordinaten von v beziiglich der Standardbasis £ = {e(), e® ¢®)1.

Losung:

(a) Wir suchen 41, 1,93 € R so, dass = y; b 4 4, 0@ + y3 663 d.h.

1 1 1 1
r=|—4l=pn|-1]+y|-1]+y]| 2
—1 0 2 -3

1 1 1 "
=|-1 -1 2 |-|yp]="Ty.

0 2 -3 s

Man 16st nun die Gleichung x = Ty mit dem Gauss-Algorithmus und rechnet

T 1 1] 1 T 1 1] 1 T 1 1] 1
—1 -1 2|47 0 0 3|-3*B70 2 —3|-1
0 2 —3|-1 02 —3|-1 00 3/-3

und daraus folgt nun
3. Zeile von (%) : 3ys = =3 = y3 = —1,
2. Zeile von (%) : 2ys — 3y = —1 = 2yp = —4 = yp = —2,
1. Zeile von (%)t 1 +yo +ys =1 = y; = 4.

Das heisst, der Vektor x hat beziiglich der Basis B die Koordinaten

Y1 4
r= |y =|-2
Y3 —1

11



(b) Sei v beziiglich der Basis B durch die Koordinaten (1,—2,2)" dargestellt. Es folgt,
dass

v=1-pD _92.p® L 9. p®

1 1 1
=1-(-1]=-2-[-1]+2-{ 2
0 2 -3
1—2+42
= -1+2+4
0—4—6
1
= 5
~10

Dies ist bereits die Darstellung des Vektors v beziiglich der Standardbasis & = {e(!), e e}

9

da die drei Vektoren b, b2, b3 alle beziiglich dieser Standardbasis £ gegeben sind.

7. Sei
1 3 1 -2 -3
1 4 3 -1 —4
A= 2 3 —4 -7 =3
3 8 1 -7 -8

(a) Bestimmen Sie den Rang von A.

(b) Ermitteln Sie eine Basis fiir den von den Spaltenvektoren erzeugten Unterraum von
R*. Bestimmen Sie die Koordinaten der Spaltenvektoren in dieser Basis.

Losung: Wenn wir Zeilen einer Matrix transponieren, werden sie zu Spalten. Deshalb
betrachtet man hier am besten die Matrix AT, weil in der Aufgabenstellung im Teil (b) nach
den Spalten gefragt wird und wir fiir (b) den Teil (a) verwenden mochten. Wir wenden daher
das Gauss-Verfahren auf die Matrix A7 an und rechnen

1 1 2 3 1 1 2 3
3 4 3 8| szexan [0 1 -3 -1
1 3 -4 1| *2Z7 o 2 -6 -2

—2 -1 -7 —7| sZadan [0 1 =3 -1

—3 -4 -3 -8 0 -1 3 1

11 2 3
3.Z-2x(2.2) 01 -3 -1
j?%z 00 0 0
Z42.Z 0 0 0 0

00 0 O



(a) Folglich gilt Rang(A) = Rang(AT) = 2, da () zwei Pivotstellen besitzt.

(b) Wir koénnen die Pivot-Zeilen 1 und 2 von AT als Basis B des betrachteten Vektorraumes
wéhlen (da Zeilen unter Transposition wieder zu den urspriinglichen Zeilen werden),
d. h.

B: b1 = ,bg =

W N = =
0 W = W

Es gilt

DO =

=b; und

00 W = W

w

Aus den obigen Schritten des Gauss-Verfahrens kénnen wir zudem ablesen, dass in der
Basis B gilt, dass

1 1
Aus 3.2 17— 2x(m2.2)=0: | ° | —b =20 —30) =0 <= | > | = 5t + 20,
1 1
-9 -2
Aus 4.7 +2x (1.Z) —m2.Z =0 :; +2b; — (by —3by) =0 <= :; = —5b; + by,
—7 -7
-3 -3
Aus 5.2 43% (1L2)+m2.2=0: | o | 430+ (b—3) =0 = | 5| =
-8 -8

Hier haben wir verwendet, dass wir im obigen Gauss-Verfahren die zweite Zeile mit
2.7 — 3 x (1.Z) manipuliert haben und deshalb haben: manipulierte m2.Z = by — 3b;.

8. Durch die Polynome

wird ein Vektorraum V' erzeugt. Bestimmen Sie dim (V') und eine Basis von V.

13



Losung: Die entsprechende Koeffizientenmatrix A, welche zu den gegebenen vier Polynomen
gehort, ist

1 -2 4 1
1 0 6 =5
A=12 39 1
2 =5 7 5
Mit dem Gauss-Algorithmus findet man
1 -2 4 1 iy 1 -2 4 1 1 -2 4 1
1 0 6 —5 3Z£§1.Z) 0 2 2 —6|22=5x22) |0 1 1 -3
2 -39 —-1|az—2¢x02p|0 1 1 =3 0 1 1 -3
2 =5 7 5 0 -1 -1 3 0 -1 -1 3
1 =2 4 1
8.2-2.7 0 1 1 -3 (%)
4z+22z [0 0 0 O
0O 0 0 O

Folglich gilt dim(V') = Rang(A) = 2 und eine mogliche Basis B von V ist diejenige, die den
nichttrivialen Zeilen der reduzierten Matrix () entspricht, das heisst die Polynome, welche
den obigen reduzierten Pivotzeilen 1 und 2 von () entsprechen, also

B={t?—2t" +4t+1,t* +t — 3}.

Eine andere mogliche Basis B* von V ist diejenige, die den nichttrivialen Zeilen der ur-
springlichen Matrix entspricht, das heisst die Polynome, welche den Pivotzeilen 1 und 2
entsprechen (dies sind p;(t) und po(%)), also

B* = {t? — 2t + 4t + 1,> + 6t — 5}.

9.

(a) Berechnen Sie die Determinante der Matrix

2 1 -1 2

4 7 -3 9

A= 6 8 -1 9
-2 —11 3—6a —6-+ba

(b) Fiir welche Werte des Parameters a besitzt die Matrix eine Inverse A~!?

14



Losung: Die Determinante einer Matrix andert sich nicht, wenn man Gauss-Schritte ausfiihrt.
Wir bringen A also in Zeilenstufenform mit dem Gauss-Verfahren und rechnen dazu

2 1 _1 2 2.Z-2x(1.2) 2 1 _1 2
4 7 -3 9 3‘Z73_><§1.Z) 0 5 —1 5
6 8 —1 9 4.741.2 0 ) 2 3
-2 —11 3—6a —6+ 5a 0 —10 2—6a —4+ 5a
21 -1 2 2 1 -1 2
8.2-2.2 05 -1 5 4.2+20x(3.2) 05 —1 5 (%)
4.7+42%(2.2) 0 0 3 —2 o0 3 =2
0 0 —6a 6+ 5a 00 0 6+a

(a) Die Determinante dieser Dreiecksmatrix (x) ist das Produkt der Diagonalelemente, also
det(x) =2-5-3-(6+ a) = 180 + 30a.
Zudem gilt, da das Gauss-Verfahren die Determinante einer Matrix nicht &ndert, dass

det(A) = det(x) = 180 + 30a.
(b) Die Matrix A hat eine Inverse A~! fiir alle a € R\ {—6}, das heisst fiir alle reellen

Werte a # —6, denn eine Matrix A ist genau dann invertierbar, wenn ihre Determinante
det(A) nicht Null ist und es gilt

det(A) =180+ 30a = 0 <= a = —6.

10. Gegeben sei das folgende Gleichungssystem mit dem reellen Parameter a:

(2 — Oé)llfl -+ Tro + T3 = 1
—dzy — 2—a)rz = —4
(B—a)ry + xg = L

Fiir welche « besitzt dieses Gleichungssystem genau eine, unendlich viele, keine Losung? Zu
denjenigen «, fiir die das Gleichungssystem losbar ist, bestimme man die Losungsmenge.

Losung: Die Determinante der zum obigen Gleichungssystem gehorenden Matrix ist gleich
(2—a)-(2—5a+a?

- man entwickle z.B. nach der ersten Spalte mit dem Laplace’schen Entwicklungssatz und
rechnet

141 -4 —(2-q)
det 0 -4 —2-a)|=(-1)""-(2-a)-det +0+0
0 3-a 1 <3_0‘ ! >
= (2-a)- (~4-1~ (-2~ ) (3~ )
=2-0a) (-4+2—-0a)-3—-w)
=2-a) (=446 —2a—3a+a?)
=(2—a)-(2—5a+a?).



Das System ist genau dann eindeutig losbar, wenn diese Determinante ungleich Null ist, also
(2—a) - (2—-5a+a*)=0

—(=5) —/(-5)?—4-1-2 5—y25—-8 5-—17
2-1 B 2 2

—(=5)+/(-5)2—4-1-2 5+25-8 5+17
2. 2 N ’

1 N 2

<= a =2 oder a« =

oder o« =

wobei wir die Losungsformel

—b— b2 —4 —b+Vb* —4
ar? +br+ec=0<= =10 = 5 ac oder © = 29 = +2 ac
a a

fiir quadratische Gleichungen verwendet haben.
Damit hat das gegebene lineare Gleichungssystem fiir die Werte

—v1 1
MR\{ZE) 2\/_775+2\/_7}

eine eindeutige Losung und diese eindeutige Losung ist gegeben durch

2+« 8 — 4o
T =0Tg=————, I3=—""-.
P 2—ba+a2 0 2—ba+a?
Um diese Losung zu berechnen, wendet man den Gauss-Algorithmus auf die zum gegebenen
2 -« 1 1
Gleichungssystem gehorende Matrix 0 —4  —(2—«) | an und rechnet wie folgt
0 33—« 1
2—a 1 1 1
0 —4 —2—a)|—4
0 33—« 1 1
3z+3;ax(22)2—04 1 1 1
2S00 —4 —(2—a) —4
0 0 1- &8y _(3_4q)
2—a 1 1 1
e 0 —4 —2—-a) —4
4—(6—5a+a?)
0 0 1 2+«
2—a 1 1 1
— 0 -4 —(2-a)| -4
0 0 HPa=a?l_94q
g An(3g 2—a 1 1 1
L=—4X (0.
Ay 4 —2—a) | -4 L)
0 0 2 —5a+a?|8—4da




Mit (x) berechnet man nun durch Riickwértseinsetzten die oben gegebene Losung
8 — 4o

2 _ —
(2—5&+a)$3—8—4&<:,>173—m7

—4+(2—a)'(2—85;v?a2)
4
4-2-5a+0’)— (2—a) (8 —4da)
4-(2-5a +a?)
(2-5a+0a?) - (2-a)-(2-0)

1
4z — (2—a)rg = —4 <= 19 = 1 (—4+ (2—a)rz) =

2 — 5o + a?
_ 2-ba+a’—(4—4a+a?)
N 2 — Hha + a2
2-ba+a’—4+da—a®  2-« . 2+4a
N 2 —ba + a? 2—-5a+a2  2—5a+a?

1
(2—(1>.T1+l’2+.’173:1<:>x1:m(1—$3—132>
_ 1- (2785_04%(5{&2) - (_27?)—(51&2)

2—-«
_ (2-ba+a?)—(8—4a)+ (2+ )
(2—a)-(2—5a+a?)
2-ba+a?—-8+4a+2+
B (2—a)-(2—5a+a?)
—4+a?
(2—a)(2—5a+a?)
(2-a)-(—2-a)
(2—a)-(2—5a+a?)
—2—-«a 2+«

T2-bata’  2-bata®

Es bleiben die drei Falle o = 2, a = 5_;/ﬁ, a= %ﬁ zu betrachten, in denen die Determi-

nante des Gleichungssystems Null ist, also keine oder unendlich viele Losungen zu erwarten
sind.

(i) Setzt man o = 2 ein, so wird das gegebene Gleichungssystem zu
2—a)ry+1a+a3 =20+ 23=1
—dry — (2 — )y = —dag = —d <=1y =1
(3—a)a:2+x3:x2+$3:1:>x3:()

und man sieht leicht, dass x; € R beliebig sein kann, da die Variable x; im System gar
nicht mehr vorkommt - also unendlich viele Losungen existieren - und x5 = 1, 3 =0
gelten muss.
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(ii) Fiir den Wert o = 5_2 LT existieren keine Losungen - die zweite und dritte Gleichung
werden unvertraglich, da gilt

4y — (2 — a)rg = —4 <= —8xy — (4 — 2a))x3 = —8

—8+4 (4 —2a)rs  —8+ (4—5+17)x3
—38 - —38

—8+ (—1+V17)z3

1—903_2—823:3_ 2—2x3  2—2w3

3—a 6-2a 6-5+17 1++17

(2—2w3)- (1 -V17) _ (2—223)- (1 - V17)

:}xQZ

B—a)rgtarz3=1= 19 =

1—17 —16
_(—ay) (1-V1T) (11T — (1= VIT)zs
—8 —8

(1 =V17) + (=1 + V1T)x3

S # 19 vorher = Widerspruch.

(iii) Fir den Wert a = 5+5/ﬁ, existieren ebenfalls keine Losungen - die zweite und dritte
Gleichung werden unvertraglich, da gilt

—4zy — (2 — a)rg = —4 <= —8xy — (4 — 2a)x3 = —8

—8+ (4 —2a)r3 —8+ (4—5—17)x3
—8 - —38

—8 4+ (=1 —17)x3

1—353_2—82:1:3_ 2—2x3  2-—2ux3

3—a  6-20 6-5-—1T 1—+17

(2 —2x3) - (L+V17) (2 —2a3) - (1 +V17)

ix2:

(3—0&)ZL‘2+1‘3:1:>5L‘2:

1—17 —16
(1—m) - 1+ VIT) _ (A+VIT) = (1 +VIT)as
= 3 = -8
1++1 -1-v1
_ ( + \/_7> + ( \/_’7)x3 7é To Vorher = WiderSPTUCh-

-8

11. Fiir welche reellen Werte von s und ¢ hat das Gleichungssystem
r + sy + s’z =1

v + oy + 2z =
st + sy + oz =

18



keine, genau eine oder unendlich viele Losungen? Bestimmen Sie jeweils auch die Losungsmenge.

1 s s
Losung: Die Determinante der Koeffizientenmatrix | s2 1 2t | ist
s 5201

1 s 2 ) ,
det [ s* 1 2t | =(-1)"""-1-det (512 21t) + (=1)"** - s - det <SS 21t> + (=)' s* - det (Ss 512>

= (1—2ts*) —5- (s* — 2ts) + s - (s* — 5)
=1—-2ts> — P+ 25>+ 5 — &3

=1-253+4
:(1—33)-(1—33)
:(1_83)27

wobei wir nach der ersten Zeile entwickelt haben.

Dieses Polynom (1 —s%)? hat nur s = 1 als reelle Nullstelle, da iiber R gilt s3> =1 < s = 1.
Folglich hat das oben gegebene lineare Gleichungssystem eine eindeutige Losung fir alle
reellen Werte s # 1 unabhéngig davon, welchen Wert die Variable t besitzt. Fiir s # 1 und
t € R beliebig ist die eindeutige Losung

t—s
T
1= 57— %+ 25t 4 57t — 207
y_ (1—83)2 I
- 1 — s+ s* — 3s%t + 2st?
v (1— 5%)?

Diese Losungen erhalt man aus den im linearen Gleichungssystem gegebenen drei Gleichun-
gen

(D x+sy+s’z=1

(2) sz +y+22=1

(3) sw+ s’y +z=t
mit den drei Rechnungen

t—s

(3)—3-(1)::5—832:(l—sg)z:t—s<:>,z:m,
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der Term sz aus s - (1) und (2) = s’z = s> — sz — s’y =1 -2tz —y = 5%z

—= (1-sNy=1-2tz — s+ 5"

t—s t—s
1 — 3 —1—9¢- 2 4
— (1—-5")y t (1—s3> s"+s (1—53)
(1= %) — (22 — 2s) — (82 — &%) + (% — )

= (1-8)y =

1—s3
— (1 Sy = 1—s =202+ 2ts — s + 8"+ 't — &°
1—s3
s y= 1— 5% — 83+ 2st + st — 212
(1 —s3)2 ’
9 1 —s? — 83+ 2st + st — 212 9 t—s
(1):>x:1—sy—sz:1—s-< 1= >—s~(1_83>
(1= s (1-s =+ 2st+ 51t —20%) =57 (t—s)- (1 —5°)
B (1 —s3)2
1-288 4+ — s+ 57 + 51 —25% — 57t + 2517 — (Pt — 57) - (1 — &%)
B (1 —s3)2
B 1 -2+ 5% — s+ 53+ 51— 25%t — s + 2512 — %t + ° + 7t — &5
B (1 —s3)2

1 — s+ st — 35t + 2st?
(1—s3)2
Falls s = 1 gilt, so liefern die erste und dritte Gleichung

wenn s = list,soist (1) =B) <= l=a+sy+s’z=a+ytz=sr+sytz=t=1t=1,

was bedeutet, dass dann t = 1 ist, das heisst fiir s = 1 und ¢ # 1 existieren also keine
Losungen.
Die unendlich vielen Losungen im Fall s =1 und ¢t = 1 erhalt man durch

(1.) wahle zum Beispiel = € R beliebig,
(2.) dann gilt mit s =1 und ¢t =1, dass (1) = (2)
= l=c4sy+sz=c+y+z=504+y+2r=1= 2=2z2 <= 2=0,
(B)Nungilt (1) mit s=1=a2+sy+s2=a+tytz=l=y=1-1—2=1-2-0=1-2

und sind somit gegeben durch
x € R beliebig, y=1—z, 2 =0,

wobei x € R ein beliebig wahlbarer freier Parameter ist, der die unendliche Losungsfamilie
parametrisiert.
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12. Losen Sie das Gleichungssystem

Ty + To + Trs = 4
1 — 25(72 + 45[’3 = =2
—Txy — 39 + a3 = 7

mit Hilfe des Gauss-Algorithmus.

Losung: Es gibt genau eine Losung, namlich

5 17 9
rT1 = ——, L9 = —, Tg = —.
1 27 2 4, 3 4

Diese berechnet man mit dem Gauss-Algorithmus wie folgt

1 1 1] 4 1 1 1] 4
1 —2 4|-2| *Z2%7 |0 -3 3| -6
—7 —3 1| 7[3TADIg 4 gl 35
2.Z=%x(2.2) 1 11 4 3.Z244x(2.2) 1 bl 4
SR -1 12T 0 -1 1| =2 ()
0 4 8|35 0 0 12| 27

Aus (x) folgt, dass Rang(x) = 3 und damit ist die Losung des gegebenen linearen Gle-
ichungssystems eindeutig bestimmt.
Zudem berechnet man durch Riickwértseinsetzen in (x), diese eindeutige Losung zu

27 9
1225 = 2 =—=-
T3 7 <= w3 51
9 8+9 17
—:1:2+x3:—2<:>—x2:—2—x3<:>x2:2+x3:2+1ZTZZ,
b e — s — 4 — e _4_17_9_16—17—9__10__5
I ) T3 = 1 = xT3 To = 4 4— 4 = 4— 2

13. Welche Beziehungen zwischen by, bs, b, by, bs miissen erfiillt sein, damit das folgende

System losbar ist?
Ty + 219 + 3x3 = by

31’1 + 2272 + r3 = bg
To + 213 = by

ry + To + r3 = b4
T + I3 = b5

Losung: Wenn wir drei linear unabhangige Gleichungen im System finden, dann bestimmen
diese die Losung des Systems eindeutig, da wir drei Variablen i, x5, x3 haben und somit
dieses 3 x 3-Teilsystem eindeutig losbar ist.
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Beispielsweise sind die untersten drei Gleichungen linear unabhangig, da die Determinante
der zugehorenden Matrix ungleich Null ist, weil fiir sie gilt

012 11 11
det [1 1 1 =0+(—1)1+2-1-det< >+(—1)1+3-2-det( ):2-(-1):-27&0
L o1 11 10

=1-1=0 =0—-1=-1

und daher bestimmen die drei Parameter bs, by, b5, welche zu diesen untersten drei Gleichun-
gen gehoren, eindeutig eine Losung und legen somit auch die Werte fiir by und by fest. Durch
Addition der dritten und vierten Gleichung erhilt man mittels eines Vergleichs mit der ersten
Gleichung

1. Gleichung = 3. Gleichung + 4. Gleichung

< (by = x1 + 229 + 3x3) = (w9 + 223 = b3) + (x1 + 22 + 3 = by)
= b =21 +2x9+3x3=0b3+ 4

= b =0b3+ by

und durch Subtraktion der dritten vom dreifachen der vierten Gleichung erhalt man mittels
eines Vergleichs mit der zweiten Gleichung

2. Gleichung = 3 x (4. Gleichung) — 3. Gleichung
< (by =321 4+ 229+ 23) = 3 X (21 + 29 + x3 = by) — (22 + 223 = b3)
< by =321 + 229 + 23 = 3bsy — b3
= by = 3by — b3.
Folglich sind die Beziehungen, damit das System losbar ist, gegeben durch
by = bz + by,
by = 3by — b3,
bs = b3 € R beliebig,
by = by € R beliebig,
bs = bs € R beliebig.

14. Aufeinem geschlossenen Metalldraht werden an 4 Punkten die Temperaturen x1, x5, 3, 24
gemessen. Dabei ist die Temperatur in einem der Punkte jeweils gleich dem arithmetischen
Mittel der Temperaturen der beiden benachbarten Punkte.

(a) Stellen Sie ein Gleichungssystem fiir xy, xo, x3, x4 auf.

(b) Bestimmen Sie die Losungsmenge davon.
Losung:
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(a) Das arithmetische Mittel zweier Zahlen a und b ist gleich

a+b
2

. Der geschlossene Metall-

draht mit den vier Temperaturen 1, xo, x3, 4 ist schematisch dargestellt zum Beispiel

T1 <> T2

1

Ty <> T3

und daher sind die Temperaturen gegeben durch

T =

To =

T3 =

Ty =

Das Gleichungssystem in Matrixschreibweise lautet somit

Wir 16sen dieses System mit dem Gauss-Algorithmus. Dazu rechnen wir

_1
2

1 1
x2;—$4 <:>131—§ZE2—§$4:0,
1 1
xl;—x3 ﬁl’g—él'l—él'gzo,
1 1
1‘2‘;$4 <:;>173—§ZE2—§I4:07
T+ 23 1 1
14— 7o — zx3=0.
2 Tt T ot
—% 0 —% T
1 —% 0 T2 .
—% 1 —% XT3
0 —% 1 Ty

1 — 0 —1]0 2 -1 0 —-1]0 2 -1 0 —-1]0
1 1 1.Z=2x(1.2) 2.Z2=—(2.2)
-3 I -3 0]0|22z=2x(22)| —1 2 —1 00 3.Zj3.Z) 1 -2 1 0]0
—
0 —% 1 —% 0] 3.2=2x(3.2) 0 —1 2 —-11]0 4.Z=—(4.2) 0 1 -2 110
—L 0 L 1o YOO 1 0 -1 20 1 0 1 —2/0
1 0 1 =210 1 0 1 =20 10 1 =20
12647 0O 1 -2 110 8.2-17 0O 1 -2 10 8.2+2x(2.2) 01 -2 110
2732 |1 =2 1 0]0]4az-—2x020|0 =2 0 20| 42z+22z [0 0 —4 4]0
2 -1 0 —-1|0 0 -1 -2 3|0 00 —4 4]0
10 1 =20
4237 01 -2 1]0 (%)
00 —4 4|0/
00 0 0/0

o O O O

Durch Riickwértseinsetzten in (%) berechnet man

Aus der 4. Zeile von (x) : wéhle x4 = A € R beliebig,

Aus der 3. Zeile von

Aus der 2. Zeile von

*

(
(%
(

)
)
)

—4rs+4ry =0 <= —dry = —dry <= 13 = T4 = A,

To— 203+ 14 =0<= 29 =203 — 24 =204 — Ty = Ty = A,

Aus der 1. Zeile von () 121 + 23 — 204 =0 <= 21 =204 — T3 = 204 — Ty = Ty = .
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Die einzigen Losungen des Systems sind daher
T1 = x9 = x3 =14 = A fir A € R beliebig,

die Temperatur ist also konstant.

15. Geben Sie fiir s und ¢t Bedingungen an, so dass das Gleichungssystem

1 + S = 2
To + r3 =
ry + 21’2 + Sx3 = t

(a) keine Losung,
(b) genau eine Losung,
(¢) unendlich viele Losungen

besitzt. Bestimmen Sie die entsprechenden Losungsmengen.

Losung: Die Determinante der Koeffizientenmatrix ist

L s 0 11 0 1
det [0 1 1] =(=1)""-1-det +(=1)"*%. s det +0
1 2 o 2 s 1 s

—s5—2 =0—1=—1
=(s—2)+s
=25 —2.

Es gilt 2s — 2 =0 <= s = 1. Also haben wir genau eine Losung, wenn s # 1 und zwar

2 s 0
det {0 1 1 \242 2 0  \243 2 s
f 9 s 0+ (—1) ldetts—i—(l) Ledet (5,
gjlz g
25 — 2 25 — 2
25— (4—st) st+2s—4
o 2s—-2 2s—2
1 20
det {0 0 1 043 1 2
B 1+ _0+0+( 1) 1-det 1) t—2 2y
T T Ty T 25— 2 T T2 252
1 s 2
det {0 1 0 542 1 2
L9 ¢ 0+ (—1)?"-1-det 1 ¢ +0 9
T3 = = = = — T2,
25 — 2 28 — 2 25 — 2



wobei wir hier zur Berechnung der Losungen x1, x9, x3 die Cramer’sche Regel aus der Aufgabe
3 der Serie 10 verwendet haben.
Ist nun s = 1, so erhalt man als Vertraglichkeitsbedingung ¢ = 2, da mit s = 1 gilt

1. Gleichung + 2. Gleichung = 3. Gleichung
(r1+sro=a1+x2=2)+ (12 +23=0)= (21 + 200+ 23 =21+ 209+ sT3 =1) =t =2
und in diesem Fall sind die Losungen

wahle 1 € R beliebig,
aus der 1. Gleichung : x1 + sxo = 11 + 19 = 2 <= 19 = 2 — 11,
aus der 2. Gleichung : zg + 13 =0 <= 23 = —19 = —(2 —11) = 17 — 2,

oder zusammengefasst

x1 € R beliebig,
To = 2 — xy,
T3 =T — 2.

Fiir s = 1 und ¢ # 2 gibt es keine Losung, da dann die ersten beiden Gleichungen des gegebe-
nen Systems nicht mit der letzten Gleichung vereinbar sind und daher sich ein Widerspruch
ergibt.

Daher gilt:
(a) Fir s =1 und t # 2 gibt es keine Losung.
(b) Genau eine Losung wenn s # 1.

(c) Unendlich viele Losungen mit s = 1 und t = 2.

16. Der sogenannte Massenausgleich zweiter Ordnung (Link zu Animationen) einer
k-Zylindermaschine liefert fiir die Impulse (1), (I3) und die Momente (M), (Ms) der ersten
und zweiten Ordnung folgende Bedingungen:

k k
Z my; sin(ozi) = 0, Z m; COS(O&Z‘) =0 ([1)

i=1 i=1

k k
Z m; sin(2¢;) = 0, Z m;cos(2a;) =0 (I5)

i=1 =1

k k
Z m;z; sin(a;) = 0, Z m;z;cos(ay) =0 (M)

i=1 i=1

k k
Z m;z; sin(2q;) = 0, Z m;z; cos(2a;)= 0 (Ms)

i=1 =1
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Dabei bezeichnen «; die Kurbelwinkel und m; > 0 die Massen. Wir nehmen weiter an, dass
der Massenschwerpunkt in z = 0 liegt, dass z; # z; fiir ¢ # j und dass k£ > 1.

(a) Wie lautet die Matrix A des homogenen linearen Gleichungssystems, das die Vektoren
m = (my,...,mp)T und M = (zymy, ..., zxmy)7 erfiillen miissen? Warum ist M nie

ein Vielfaches von m? Welchen Rang darf A bei Massenausgleich hochstens haben?

(b) Bestimmen Sie A und Rang(A) und lésen Sie Az = 0 fiir die zwei Falle:
(i) 4-Zylinder mit Ziindfolge 1-3-4-2, oy = g = 0, s = a3 = 180°.
(ii) 6-Zylinder mit Ziindfolge 1-5-3-6-2-4, a; = a5 = 0, g = a5 = 120°, a3 = ay =
240°.
Ist in beiden Fallen Massenausgleich moglich?
(c) Gibt es fiir den iiblichen Aufbau einer 4-Zylindermaschine
21 = —R4 = 322 = —323

My = Mo = M3 = My =M,

Kurbelwinkel «;, so dass Massenausgleich zweiter Ordnung vorliegt?

Losung:
(a) Mit der Matrix
sin(ay)  sin(ag) ... sin(ag)
| cos(az) cos(aw) cos(ag)
sin(2aq)  sin(2a0) sin(2ay)
cos(2ay)  cos(2az) cos(2ay,)
lauten die beiden Gleichungssysteme
sin(ag)  sin(ag) sin(ay,) my S mysin(ay) 0
Ao — cos(ar) cos(az) ... cos(ag) | | ™2 _ SO my cos(ay) _|of _ 0
sin(2aq)  sin(2az) sin(2ay,) : SO mysin(2ay) 0
cos(20v) My Zle m; cos(2q;) 0

cos(2aq) cos(2aw)
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und

sin(ay)  sin(ae) ... sin(og) Z1my SO myzisin(oy) 0
AN c.os(oq) (?OS(O(Q) e (?os(ozk) _ 227.712 _ Zle miz; CQS(OQ) _ o _ 0
sin(2ay)  sin(2ag) ... sin(2ag) : sum?_,m;z; sin(2cy;) 0 ’
cos(2a) cos(2a) ... cos(2ax) e Zle m;z; cos(2qy;) 0
0
wobei hier 0 der Nullvektor 8 in R? ist.
0
Angenommen M sei ein Vielfaches von 7, so gilt
Ay 1My
o Ll I
Amy 2L M
und somit z; = 25 = ... = z = A (weil alle m; # 0 sind) - ein Widerspruch zur in der

Aufgabenstellung gemachten Annahme z; # z; fur i # j.

Der Rang der Matrix A darf hochstens gleich k—2 sein (diese Bedingung ist automatisch
erfiillt, sobald k& > 6, da der Rang der 4 x k-Matrix A dann hochstens 4 sein kann).
Wiére Rang(A) = k, so hitte das Gleichungssystem Ani = 0 nur die Losung m = 0,
was wegen m; > 0 nicht sein kann. Wére Rang(A) = k — 1, so gibe es nur eine linear
unabhangige Losung des homogenen Gleichungssystems Az = 0, daher waren m und
M linear abhangig, weil beide in dieser eindimensionalen Losungsmenge enthalten sein
miissten- aber wir haben gerade oben gezeigt, dass dem nicht so ist.

(i) 4-Zylinder: Mit oy = ay = 0, ay = ag = 180° ist A in diesem Fall

sin(0) sin(w)  sin(w)  sin(0) 0 0 00

. cos(0) cos(m) cos(m) cos(0)| (1 -1 -1 1
~ | sin(0) sin(27) sin(27) sin(0) | {0 O 0 O}’

cos(0) cos(2m) cos(2m) cos(0) 1 1 11

in Zeilenstufenform (x), also z.B.

0 0 00 1 11 1 1111
1 -1 -1 1 2047 -1 11 -1 22417 0220
0 0 0 O0f2z=—zp 0 00 O 0000
11 11 0 00 O 0000

1 111 1 001

2-Z:2>(2-Z) 0110 1.7-2.7 0110 (%)

0000 0000

0000 0000



In diesem Fall gilt Rang(A) = 2. Es ist wegen (%) daher

>\1+)\4:0 und )\2"‘)\3:0
== M =-X und A3=—Xy mit \y e R und X\ € R beheblg

Die Losungen fiir das homogene System Az = 0 oder Am = 0 sind somit von der

Form
A 1 0
Ao - 0 1
W AL 0 + Ao - 1
-\ -1 0

Wegen der nichterfiillten Bedingung m; > 0 existieren also keine zulassigen Losungen
und somit ist in diesem Fall (i) auch kein Massenausgleich 2. Ordnung méglich.

(i) 6-Zylinder: Mit a; = ag =0, ag = a5 = 120°, a3 = ay = 240° wird die Matrix A
in diesem Fall zu

sin(0) sin (22{) sin (i{) sin (i?”) sin (Z{) sin(0)
e CQS(O) cos (4?”) cos (8?”) cos (j) cos (4?”) CQS(O)
sin(0) sin (f) sin (%) sin (83—”) sin (f’_ﬂ) sin(0)
cos(0) cos () cos ( cos () cos () cos(0)

0 ¥3 _¥3 _
1 21 % % 1 1
o ER T B B
O ?
L= = - —3 1

0 5 2 2 5 0 LZ:%X(I.Z) O 1 -1 -1 1 0
1 -1 -4 -1 1 1l ezanesn (2 -1 -1 -1 -1 2
—
0 _\/75 \/Tg \/Tﬁ —\/Tg 0 3.2:%(3.2) 0 -1 1 I =120
1 I v v LT g ) uzsun \2 -1 -1 -1 —1 2
2 2 2 2

2 -1 -1 -1 -1 2 2 -1 -1 -1 -1 2

1.262.2 0O 1 -1 -1 1 0 3.242.7 O 1 -1 -1 1 0
O -1 1 1 —-10]4z-1z{0 O O O 0 O
2 -1 -1 -1 -1 2 o 0 0 0 0 O
2 0 =2 =2 0 2 10 -1 -1 01

17=1.242.7 01 -1 -1 10 l-Z:i)(l-Z) 01 -1 -1 10 (%)

00 0 0 00 00 0 000"
00 0 0 00 00 0O 000
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Somit ist Rang(A) = 2 in diesem Fall. Es ist wegen (%) daher

AM—A3— A+ 2=0und dg—A3— X +XA5=0
:)\1:)\3+)\4—)\6 und )\2:)\3+)\4—)\5
und A3 € R, A\ € R\ € R, A\g € R beliebig.

Die Losungen des homogenen Systems Ax = 0 sind daher gegeben durch

A3+ A\ — Xg 1 1 0 —1
A3+ A — A 1 1 -1 0
A3 B 1 0 0 0
Y RSN IS ISPV I I VN I ISP VR
A5 0 0 1 0
A6 0 0 0 1
und man erhéalt einen Massenausgleich z.B. mit A3 = Ay = A5 = \¢ = m fir m
und A\g = —mz1, A\s = —mazo, \y = —mz3, A3 = mzz fur M, das heisst
m 1 mzy 21
m 1 mzg )
m=|"1=m 1 und M=|""3|[=m- | #
m 1 —MmZzs3 —23
m 1 —Mzo —29
m 1 —mz —Z21

(c) Die Gleichungen (nur vier der acht Gleichungen) lauten

m (sin(aq) + sin(ag) + sin(ag) + sin(ay))
m (cos(ay) + cos(ag) + cos(as) + cos(ay))
()

mzs (—3sin(ay) — sin(ag) + sin(ag) + 3sin(ay

da fiir eine 4-Zylindermaschine 1 < ¢ < 4 gilt. Ebenfalls haben wir verwendet, dass

21 = —24 = 329 = —323 und alle obigen Gleichungen in der Variablen z3 geschrieben.
Wir kiirzen die Faktoren vor den Klammern weg, damit wir das lineare Gleichungssys-
tem
sin(aq) + sin(az) + sin(as) +sin(ay) = 0 (1)
cos(ay) + cos(az) + cos(ag) + cos(ay) = 0 (2)
—3sin(a;) — sin(az) + sin(agz) + 3sin(ay) 0 (3)
—3cos(ay) — cos(ag) + cos(asz) + 3cos(ay) = 0 (4)

erhalten und setzen dann ohne Verlust von Information oy = 0, da wir eine Zylinder-
maschine immer so drehen konnen, dass a; = 0 gilt.
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Eine Addition der Gleichung (1) und der Gleichung (3) mit ay = 0 und sin(0) = 0

ergibt dann

(sin(0) + sin(ay) + sin(ag) + sin(ay) = 0)
+(—3sin(0) — sin(az) + sin(as) + 3sin(ay) = 0)
<= (sin(ag) + sin(as) + sin(ay) = 0)
+(—sin(aw) + sin(ag) + 3sin(ay) = 0)
<= 2sin(ag) + 4sin(as) =0
< sin(a3) + 2sin(ay) =0

und dies ist aquivalent zu

sin(ag) = —2sin(ay).

(5)

Eine Addition der Gleichung (2) und der Gleichung (4) mit a3 = 0 und cos(0) = 1

liefert zusatzlich

(cos(0) + cos(aq) + cos(as) + cos(ay) = 0)
+(—3cos(0) — cos(az) + cos(as) + 3 cos(ay) = 0)
<= (1 + cos(a) + cos(as) + cos(ay) = 0)
+( — cos(ag) + cos(az) + 3 cos(ay) = 0)
— 2+ 2cos(az) +4cos(ag) =0
<= — 1+ cos(az) +2cos(ag) =0

und dies ist aquivalent zu
cos(az) =1 — 2cos(ay).
Quadrieren und addieren von Gleichung (5) und Gleichung (6) ergibt
1 = sin*(as) + cos?(a)
= (—2sin(ay))? + (1 — 2cos(ay))?

= 4sin®*(au) + (1 — 4 cos(as) + 4 cos?(ay))
=[1+4- \(Sjnz(o&l) + cos?(ay))] — 4 cos(ay)

-~

=1

=5 —4cos(ay)
<= 4cos(ay) =4
= cos(ay) =1= a, =0.

Setzt man dieses Ergebnis oy = 0 in die Gleichung (6) ein, erhélt man

cos(ag) =1—2cos(0) =1—-2=—-1= a3 =m = 180°
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und mit a; =0, a3 = 7, ay = 0 schliesst man aus der Gleichung (2) schliesslich

cos(ay ) + cos(az) + cos(as) + cos(ay) =0
<= cos(0) + cos(az) + cos(m) + cos(0) =0
<1+cos(ar) —1+1=0
<= cos(az) = —1 = ay = 7 = 180°.

Daher gilt zusammenfassend
0412044:0, a2:a3:180°
und dies ist genau der gleiche Fall wie in (b) (i) und dort haben wir bereits gezeigt,

dass es in diesem Fall keinen Massenausgleich 2. Ordnung gibt.
Somit gibt es keinen Massenausgleich 2. Ordnung (siehe (b) (i)).
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