Linearkombinationen Repetition

Lineare Algebra

DEfinition Linear-
kombinationen
Seien vy, vo, ..., v, Vektoren im VR V und
1,00, ...,a, € R. Dann heisst
n
v = Z Qv
i=1
Linearkombination (LK) der Vektoren vy, va, ..., v,.
Beispiel
Seien vi, va, ..., v, Vektoren im VR V. Dann ist
n
U:= {Za;v,- T € R}
i=1
ein UR von V. Dieser heisst der von vi, vp,..., Vv,

aufgespannte oder erzeugte Unterraum und wird mit
span{vi, va,...,v,} bezeichnet.



o Repetition
Definition Lineare Algebra
Falls fiir einen VR V gilt, dass span{vi, va,..., v} = V, so e
heisst {vi, v2,...,v,} ein Erzeugendensystem von V. In kombinationen

diesem Fall heisst V endlichdimensional.

Beispiel
1 6
Sei v; == (2 ) und v := <4>
-1 2
8
» Dannist w; = | 8 | eine LK von vy, v», denn das LGS
0

wi; = x1v1 + XoVo hat eine Losung: x3 =2, xp = 1.

4
» Aber wpo = (—1) ist keine LK von vy, v», denn das
8
LGS wyr = x3v1 + xov» hat keine Losung.



Repetition

Beispiel Lineare Algebra
P4 — {ao + a1x =+ 32X2 =+ 33X3 + 34X4 1 a; € R} Il:j)nne;zﬁationen
= span{l,x,x2,x3,x4}
{ X X X X X }
= Span
o] 0 y 1 ) 2 ) 3 ) 4

wobei ()/i) _ x(x—l)(x—i?...(x—k-‘rl).
Beispiel

Der UR der symmetrischen 2 x 2-Matrizen
{ a b :abcER}CRZXZ(R)
b C ) )

wird aufgespannt von L0 vl und o e
gesp 0 0)'\1 0 0 1)



Repetition

Beispiel Lineare Algebra
1 2 3 b
- . 3 7 2 —4 t;ﬁz:;ationen
SA=11 3 4 ul
9 20 13 7
Mit Hilfe des Gauss-Algorithmus findet man fiir den
Unterraum von R* 17 _4
{XER4:AXZO}:span{ z , 109 }
0 1
Beispiel

Der VR P aller Polynome ist unendlichdimensional, denn er
besitzt kein endliches Erzeugendensystem.

Beispiel

Die Vektoren vy, v, ..., v, € R” sind genau dann ein
Erzeugendensystem von R”, falls det(vy va ... v,) # 0.



Repetition

Lem ma Lineare Algebra

Seien vi,va,..., vk ER"und A= (vi va ... v) € R™K, _

Dann sind aquivalent kombinationen
> Vi, Vo,...,Vk sind ein Erzeugendensystem in R".

Jeder Vektor b € R" ist LK der vy, vo,. .., vk.

Fiir jeden Vektor b € R” besitzt 3%, x;v; = b eine

Losung.

Fiir jeden Vektor b € R" besitzt das LGS Ax = b eine
Losung.

v

v

v

v

Rang A = n.

Folgerung: Falls kK < nist, kann vy, vo, ..., vk kein
Erzeugendensystem von R” sein.



Lineare Unabhangigkeit Repetiton

Lineare Algebra
Definition
Sei V ein VR. Die Vektoren vi,vs, ..., v, € V heissen linear
unabhangig, falls n
ZX,'V,‘ =0
i=1

nur die triviale Losung x; = ... = x, = 0 hat. Andernfalls
heissen die Vektoren vy, v, ..., v, € V linear abhangig.

Lineare
Unabhangigkeit

Anders gesagt: Falls der Nullvektor nur auf die triviale Art
als LK der v; dargestellt werden kann, so sind die v; linear
unabhangig. Und entsprechend: Falls der Nullvektor auf
nichttriviale Art als LK der v; dargestellt werden kann, so
sind die v; linear abhangig.



Repetition

Belsple| Lineare Algebra

» Falls einer der Vektoren vi, vo, ..., v, der Nullvektor ist,
so sind diese Vektoren linear abhangig.

Lineare
1 0 . = = Unabhangigkeit
» Zwei Vektoren vy, vo sind linear abhangig genau dann, nepnangiEre

wenn ein Vektor ein Vielfaches des andern ist.

Geometrische Interpretation
In R?:

V2

Vi

Zwei kollineare Vektoren Zwei nicht kollineare Vektoren
sind linear abhangig sind linear unabhangig



Drei komplanare Vektoren
sind linear abhangig

Drei nicht komplanare Vek-
toren sind linear unabhangig

Repetition

Lineare Algebra

Lineare
Unabhangigkeit



Repetition

Beispiel

2 0
Die Vektoren v; = <0> und vp = (—1) sind linear
0 0 Lineare

unabangig, denn x3vi + xovo» = 0 hat nur die triviale Losung Unabhangigkeit
x1 =x = 0.

Lineare Algebra

Beispiel

Die Vektoren v = , Vo = und vz = sind

L S )
S~ 0N =
101 W N

linear abhangig, denn es gilt zum Beispiel v; + v» — v3 = 0.
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