Repetition

Beispiele zur linearen Unabhangigkeit e Algebra

» Die Polynome pi(t) = 1, pa(t) = 1+ t, p3(t) = 1 — t2 e et
sind linear unabhangig, denn aus
x1p1(t) + x2p2(t) + x3p3(t) = 0 folgt x1 = x2 = x3 = 0.

» Die Polynome pi(t) =1,p2(t) =1+ t,p3(t) =1—t
sind linear abhangig, denn 2p;(t) — pa2(t) — p3(t) = 0.



Repetition

Basen
Lineare Algebra
Definition
Sei vi, ..., Vv, ein Erzeugendensystem eines Vektorraums V. —
Falls die Vektoren v, ..., v, linear unabhangig sind, heisst
die Menge {v1,..., vy} eine Basis von V.
Lemma
Sei V ein VR. vi,..., v seien linear unabhangige Vektoren
in V und wy,...,w, sei ein Erzeugendensystem von V.

Dann gilt kK < n.
Daraus folgt sofort:

Satz

Sind {vi,..., vk} und {wi,..., w,} Basen eines VR V, so
gilt k = n.



Repetition
Deflnltlon Lineare Algebra

» Sei V # {0} ein VR mit Basis {vi,...,vn}. Dann heisst
n Dimension von V' und wird mit dim V' bezeichnet.

» Man setzt dim{0} := 0.

» Ist V unendlichdimensional so schreibt man
dimV = oo.

Basen

Beispiel

» {el):1 < i< n}ist eine Basis von R” und somit
dimR"” = n. Diese Basis heisst Standardbasis von R".

1 0\ (0 1) (0 O\ ., . _
> {(0 0>»<1 0>,<0 1)}I5t eine Basis der

symmetrischen 2 x 2-Matrizen.



Satz

Sei V ein n-dimensionaler VR. Dann gilt:

» Mehr als n Vektoren in V sind linear abhangig.

> Weniger als n Vektoren in V sind nicht erzeugend.

» n Vektoren in V sind linear unabhangig genau dann,
wenn sie erzeugend sind, und genau dann bilden sie eine

Basis von V.

Beispiel: V =R".
Seien ay, ..

Dann gilt folgende Ubersicht:

Lak €ER" A= (ar...ar) € R™K r=RangA.

ai,...,ag ist erzeugend | Ax = bist firjedesbe€ | r=n

R" |osbar
ai,...,ax ist linear un- | Ax =0 hat nurdie trivi- | r = k
abhangig ale Losung
ai,...,ax ist linear | Ax = 0 hat nichttriviale | r < k
abhangig Losungen
a1,...,axisteine Basis | n=k=r [ det A#0 |
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Beispiel fiir V = R” i

Lineare Algebra

Seien ai,...,ax € R". Man wahle darunter eine maximale
Anzahl linear unabhangige Vektoren aus.

Basen

Lésung: Die Matrix A = (a1 ... ax) € R™* wird durch das
Gauss-Verfahren auf Zeilenstufenform gebracht. Am
Endschema R = (r1 ... rx) wird der Rang p abgelesen und
die Pivotspalten rj,...,r; . Dann sind a;, ..., a;, linear
unabhangig und mehr als p Vektoren sind linear abhangig.

Merksatz

Rang A ist die maximale Anzahl linear unabhangiger Spalten
von A und auch die maximale Anzahl linear unabhangiger
Zeilen von A.
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Koordinaten

Lineare Algebra
Definition
Sei V ein reller endlichdimensionaler VR mit Basis

B ={bi,...,bs}. Dann kann jeder Vektor x € V in Pt
eindeutiger Weise als Linearkombination

n
X = g X; bj
i=1

dargestellt werden. Die Koeffizienten xi, ..., x, heissen
Koordinaten von x beziiglich der Basis B.
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Belsplel Lineare Algebra
1 2 3
B= {<2> , <9> , (3)} ist eine Basis von R3. Man bestim-
1 0 4 5
me die Koordinaten des Vektors x = <—1> beziiglich B. Koordinaten
9

Losung: Das LGS

()= () =)~ )

hat die eindeutige Losung x; = 1, xp = —1, x3 = 2.
1
Man nennt <—1> den Koordinatenvektor von x beziiglich
2
5
der Basis B.|[ —1 ] ist also der Koordinatenvektor von x
9

beziiglich der Standardbasis {e(!), e(?) (3},



Repetition

Merke:

Die Koordinaten eines Vektors hangen von der gewahlten
Basis ab.

Lineare Algebra

Koordinaten
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