Lineare Abbildungen Repetition

Lineare Algebra
Definition Lineare

. . i Abbildungen
Seien Vund W reelle Vektorraume. Dann heisst

F:V =W, x— F(x)

lineare Abbildung falls Vx,y € V, Va € R
> Flx+y)=F(x)+ Fly)
> Flax) = aF(x)

Beispiele von linearen Abbildungen
. x+y 1 1 N
>.7-":R2—>R3,<>b—> x=2y| =1 -2 ()
Y 3x 3 0)V
» V=R",W=R™AcR™" F:R" - R™ x — Ax.



Repetition
Beispiele von linearen Abbildungen U
ineare Algebra

> ldentitdat: V beliebig, 7 : V — V. x+— x. t\igsﬁingen
> Nullabbildung: V W beliebig, F:V — W, x — 0.

Beispiel einer linearen Abbildungen

Ableitung: V = C(]a, b[), W = C°(]a, b[),
F: CY(a, b) — C°(Ja, b)), f +> 4E.



Repetition

Beispiele von linearen Abbildungen

Lineare Algebra

a n n Lineare
» Streckung: R” — R", x — Ax Abbildungen

» Drehungen und Spiegelungen: Siehe Abschnitt
orthogonale Matrizen.

X X
» Projektionen: zB. [y | — |y
z 0

(Orthogonalprojektion auf die xy-Ebene).

Bemerkung: Eine lineare Abbildung P : V — V fiir die
P o P = P gilt, heisst Projektion.

Achtung: Die Translation R" — R”, x +— x + a, flr
0 # a € R", ist keine lineare Abbildung.



Repetition

Beispiele von linearen Abbildungen

Lineare Algebra
» Sampling: Seia<a; <...<a, <b. ggsﬁzngen
f(a1)
F:C%a, b)) = RK, fs |
f(ax)

> Interpolation: Sei P,_; die Menge der Polynome vom
Grad < nund a; < ... < a,. Dann ist

y1
F:R" = Py, )
Yn

linear, wobei p das eindeutig definierte Polynom mit
p(a;j) = yi fur 1 <i < nist.



Iterierte Funktionensysteme FEZEE

Lineare Algebra
Definition
Sei A R™" 5 R" Dann heisst

Iterierte
Funktionensysteme

F:R" > R", x— Ax+a

affin lineare Abbildung.

Definition
Eine Abbildung F : R" — R" heisst Kontraktion, wenn eine

Konstante ¢ < 1 existiert so, dass Vx, y € R" gilt
[F(x) = F)II < cllx = yll.

Definition

Ist  : U — V eine beliebige Funktion, und M C U, so
heisst F(M) := {F(x) : x € M} Bild der Menge M unter
der Abbildung F.



. Repetition
Definition
Seien F1,...,Fk : R?” — R" affin lineare Kontraktionen.
Dann heisst

Lineare Algebra

Iterierte
k Funktionensysteme

H:R"DOM— H(M):

Il
-
o
E

Hutchinson-Operator.

Satz

» Fiir jeden Hutchinson-Operator H existiert eine
eindeutige nichtleere Menge M., C R" so, dass
H(Ms) = Ms. D.h. My, ist ein Fixpunkt von H.

> Ist My C R" eine beliebige nichtleere Menge, so
konvergiert die Folge My, My := H(Mp), My :=
H(Mi),...,M; = H(M;_1),... in der sogenannten
Hausdorff-Metrik gegen M.



Fraktale Repetition

Lineare Algebra
Aufgrund der Konstruktion sind einzelne Teile von M
ahnlich zu M,. Diese Eigenschaft der Selbstahnlichkeit ist
charakteristisch fiir sogenannte Fraktale.

Fraktale



Repetition
Anwendung: Barnsleys Farn.
Lineare Algebra

Wie konstruiert man einen Hutchinson-Operator, dessen

Fixpunktmenge M., wie ein Farnblatt aussieht?

Fraktale

Das Farnblatt besteht aus drei verkleinerten Kopien (blau,
magenta und rot) des ganzen griinen Blattes. Man bestimmt
leicht drei affine lineare Abbildungen, welche das griine Blatt
auf das blaue, auf das magentafarbene respektive auf das
rote Teilblatt abbilden. Eine vierte Abbildung verwendet
man noch, welche das griine Blatt auf das untere gelbe
Stielende abbildet.



Repetition

Fortsetzung

Lineare Algebra

Man findet etwa
0.7248 0.0337\ (x n 0.206
0.0253 0.7426/ \y 0.2538

= (¢ )
( ) = (V5 aaere) () (57
( ) <0 .3386 0.3694 ) (;)) n (882;2)

Fraktale

_|_

0.2227 —0.0756
X\ (0 02439\ (x\ . (0
4 <y> = (0 0.3053> <y>+<0

Im beigefligten Matlab-Programm wird die Menge M,
iterativ approximiert, indem in jedem Schritt zufallig eine der
vier Abbildungen auf den im vorigen Schritt konstruierten
Punkt angewandt wird. Der Startpunkt ist beliebig.
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