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1. Komplexe Fourierreihe und Euler’sche Identitit
Betrachten Sie die Funktion f: [-m, 7] = R mit f(z) = 1 — 2|z|/x fiir alle z € [—7, 7]

(a) Berechnen Sie die Koeffizienten ¢,, der komplexen Fourierreihe

flz) = Z Cpe™®.

n=—oo

(b) Berechnen Sie die Koeffizienten a,, und b,, der reellen Fourierreihe
— 50 Z: an cos(nx) + by, sin(nzx)).

(c) Zeigen Sie die Euler’sche Identitt:

Losung:

(a) Da f sich als Komposition einer affinen Funktion mit # — |z| schreiben lésst, folgt dass
f eine gerade Funktion ist. Mit partieller Integration erhalten wir

T ™ s

Ccp = % (1- %M) T dp = % e~ dy — % |:r|e_i"”” dx
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T %/ sin(nx) dx)(l — On,0) — %/ xdx bn
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0 falls n € 2Z
_ 2 —1)(1—=6bn0) =23 7
w7z (cos(nm) — 1)( o) 4 falls n € 27 + 1.
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(b) Aus der Vorlesung wissen wir a,, = ¢, + ¢_,, und b, = i(c,, — c_,). Damit folgt aus der
obigen Rechnung

fall: 2
an:{o7 alls n € 2N, und b, =0,n €N.

n% falls n € 2N + 1,

w2

In der Tat ist f eine stetige Funktion und die Dirichlet-Bedingungen sind erfiillt, womit
mit Korollar 1.6 folgt, dass die (reelle oder komplexe) Fourierreihe die Funktion f auf
ganz R darstellt.

(¢c) Werten wir die Fourier-Reihe fiir f im Punkt x = 0, so folgt
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Damit erhalten wir

oy I = 1 Ie—1
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und somit gilt
o0
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2. Komplexe Fourierreihe und alternierende Reihe
Betrachten Sie die Funktion f: [—m, 7] — R, welche gegeben ist durch

(@) z(r—z), furalle 0<z<m,
) =
x(m+x), firale —7<xz<0.

(a) Bestimmen Sie die komplexe Fourierreihe von f.
(b) Bestimmen Sie die reelle Fourierreihe von f.

(c) Beweisen Sie, dass gilt
3

i (-DF 7
=
— (2k+1) 32
Loésung:

(a) f ist eine ungerade Funktion, denn es gilt

{f(—a;) =(—z)(r+ (—2) = —z(r —z) =—f(z), firalle 0<z<m,
fl=z)=(—2)(n — (—2)) = —z(r+z) = —f(x), firalle —7<z<0.

Damit folgt ¢g = 0. Fiir n # 0 erhalten wir mit partieller Integration

s 0 T
Cn = 5= fl@)e ™ do = & a(m+x)e " de + £ i x(r — x)e " dr
—7 -7
™ . . s
= % ; x(m—x)(e” " — ") dx = ﬁ ; z(m — z) sin(nz) dz

=1 (%x(ﬂ — ) cos(nz)|f + + /Oﬂ(ﬂ' — 2x) cos(nx) dm)

=L (%(7‘(‘ — 2x) sin(nx)|] + %/0 sin(nx) dx) = ——2—(cos(nm) — 1)

_J0o, wenn n € 27,
A wennn€2Z+ 1.

n3mi?

(b) Aus der Vorlesung wissen wir a,, = ¢, + ¢, und b, = (¢, — c¢_y). Also folgt aus der
vorherigen Rechnung

0, wenn n € 2N,

a,=0 firalleneN and b, =
wenn n € 2N + 1.

n3mw?

Damit ist die reelle Fourier-Reihe gegeben durch

oo
= %Z 2k+1)3 sin((2k + 1)x).
k=0

Wir kénnen in Teilaufgabe (a), (b) in der Tat ein Gleichheitszeichen schreiben, weil die
Bedingungen in Korollar 1.6 erfiillt sind.



(¢) Wenn wir die reelle Fourier-Reihe in « = 7/2 auswerten, erhalten wir
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Dies ergibt

L
Z (2k+1)3 — 32
k=0
3. Fourierreihen in d > 2 Dimensionen
Eine Funktion f : R? — R ist 27-periodisch, falls gilt f(x) = f(x+2me;) fiir alle € R? und
i € {1,...,d}. Hier bezeichnet e; = (0,...,1,...0)" den Einheitsvektor in die i-te Koordina-

tenrichtung. Fiir m = (my,...,mq) " € Z?% definieren wir dann komplexe Fourierkoeffizienten

durch:
1

Cm = (27T)d/[ y f(x)e ™ ™dr,...dxgy.

Plotten Sie in einem geeigneten Ausschnitt die folgenden Funktionen und berechnen Sie ihre
Fourierkoeffizienten (d = 2):

(a) fi(z1,x2) = sin(z) cos(2z2)

(b) fa, die 27-periodische Fortsetzung von fo(xy,z2) = 129 fiir (z1,29)" € [-7, 7
RQ

]2 nach

1, max{la ], 22|} <1

(¢) fs, die 2w-periodische Fortsetzung von fs(x1,z2) =
0, max{|xy],|z2|} > 1,

fiir (x1,22)" € [-,7]? nach R2.
Loésung:
(a) Es gilt:
sin(z1) cos(2z3) = %(ei“ — e (w2 4 o 2iw2)

f= %(ei(ﬂcl-‘r%ﬁz) — eilmmit2w2) | pi(er—2w2) _ ei(—$1—2332))_
1

Mit [7 e e dp = (27)6y, folgt
cuz) =—71h C-12)=1h Cu-zn=—1h C-1-2) = 1b

em = 0 fitr alle m € 22\ {(1,2), (~1,2), (1,~2), (—1,-2)}.

(b) Zunéchst sei m; # 0 und mg # 0. Dann ist:
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Falls nun m; = 0 (fiir j € {1,2}) ist, gilt:
L A 1 J1,]"
o /_7r xje idx; = 7 [593]] B =0.

Also haben wir:

. _ ey # 0 und my # 0,
(mlymZ) 07 my = 0 Oder mo = 0.

(c) Man beachte, dass f3(x1,22) = 1 genau dann, wenn (21, 22) " € [—1,1]2. Wir betrachten



zunichst den Fall, dass my,mg # 0. Dann ist:
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Cm = / fg(.’El, 162) _"n‘wdmldl'z
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Falls m; = 0 (fur j € {1,2}), so ist

1
QL e imit dx; = l
™ J_1 7T
Also ist:
lzsm(m ; llzl(ﬂw)’ my 7§ 0 und mo ;é 07

. _ 7r_12 mq 7é 0 = ma,
(m1,m2) #smg;w)’ mg # 0 =my,
#7 my =mg = 0.




