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Musterlosung zu Serie 3

1. Fourierreihen (Priifungsaufgabe HS 2018)
Die Funktion f sei gegeben als f(t) = €% auf [—1,1], 2-periodisch fortgesetzt auf R.

Weiterhin konvergiert die reelle Fourierreihe der Funktion f auf ] — 1,1 gegen f, es gilt
also:

f() = % + i ap, cos(nmt) + i by, sin(nmt) firte]l—1,1]

n=1 n=1

mit ag, ay,, b, € R.

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion im Intervall [—3, 3].

(b) Bestimmen Sie die komplezen Fourierkoeffizienten (cp)nez von f.
Hinweis: Firn € Z gilt ™ = (—1)".
(¢c) Weisen Sie nach, dass fiir jede P-periodische Funktion g (P > 0) die Bezichungen
Gp = Cp + C_p, firn >0,
by, =i(cn — C—n), fiirn > 1,
zwischen komplexen und reellen Fourierkoeffizienten von g gelten.
(d) Bestimmen Sie mit ¢) die reelle Fourierreihe von f.
(e) Zeigen Sie mithilfe der reellen Fourierreihe von f, dass gilt:

0 N I
8 4+ n272  4sinh(2)’

n=1

Loésung:

(a) Der Funktionsgraph hat auf | — 3, 3[ die folgende Form:




(b) Die Funktion f ist 2-periodisch, also benutzen wir P = 2 in der allgemeinen Formel fiir
die komplexen Fourierkoeffizienten:
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(¢) Wir benutzen cos(ar) = 1 (e + e*) und sin(a) =
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(d) Mit den Formeln aus (c) ergibt sich:

1 1
n = (—1)"sinh(2
“ ( ) Sm()<2inﬂ'+2+imr>

4(—1)"

= T3 ez Smh(2),
1 1
b, = (—1)" sinh(2): —
( ) St ( )i (2in7r 2+in7r)
2nm(—1)" L
= e sinh(2).

Somit lautet die reelle Fourierreihe von f:

1 " 2 1)ntt
5 sinh(2) + Z ﬁ sinh(2) cos(nnt) + nz:l % sinh(2) sin(nmt).
(e) Da die Fourierreihe von f auf | — 1,1] gegen f konvergiert, setzen wir ¢ = 0 in die



Fourierreihe aus (d) ein und erhalten:
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2. Inhomogene DGL mit periodischer Anregung
Wir betrachten einen LCR-Schwingkreis in Reihenschaltung mit periodischer Anregung V¢,
wobei Vac (t) = 5t(n? — t2) fiir t € [—m, w[ 2m-periodisch fortgesetzt werde.
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Aus einer Spannungsbilanz erhélt man

L%I(t) + R%I(t) + é[(t) = %VAC(t). (1)

Es seien L =10, R = 300 und C' = 0.001 in geeigneten Einheiten.

(a)

(b)
(c)

Losen Sie die zugehorige homogene Differentialgleichung und zeigen Sie, dass fiir jede
Losungsfunktion I gilt: lim;—, oo I, (t) = 0.

Berechnen Sie die reelle Fourierreihe von %VAC(t).

Berechnen Sie eine spezielle Losung der Differentialgleichung mithilfe eines Reihen-
ansatzes.

Hinweis: Es gilt £Vac(t) = 9 + 37 (a, cos(nt) + by, sin(nt)) mit den in (b) ge-
fundenen Koeffizienten a.,, b,. Finden Sie fiir jedes n > 1 eine spezielle Losung der
Gleichung

T 1)+ L) + L1, = ay cos(nt) + by sin(n)
gzin ain o In(t) = an cos(n n Sin(n

und fiir n = 0 eine spezielle Lésung der Gleichung

L

d2
dt?

Dann ist I(t) = Yo" I,,(t) eine Losung von ().

d 1
Io(t) + R Io(t) + 7 1o(t) = -

L c 2

Losung:



(a) Die zugehérige homogene Differentialgleichung lautet:

d? Rd 1

—Iy(t) + ——1Ip(t) + —In(t) =

e h()+Ldt h()+LC n(t) =0

d? d

@Ih (t) + 30%1;,,(0 +100I,(t) =0 (Zahlenwerte)

Das charakteristische Polynom zu dieser Differentialgleichung lautet
A% + 30\ + 100
und dieses hat die Nullstellen
Aij2 = —15 4 +/225 — 100 = —15 £ 5v/5.
Damit lautet die allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung
In(t) = Cy exp(—(15 4 5V5)t) + Caexp(—(15 — 5V5)t),  C1,Ch € R.

Da —15 +5v/5 < 0, folgt somit lim;_, o I5,(t) = 0.

(b) Es gilt £Vac(t) = 5n? — 15t Also ist V) eine gerade Funktion. Die Fourierkoeffizi-
enten sind:

b, =0, n > 1 (da V}o gerade)

2 [T 2 -
ag = 7/ (5 — 15t%)dt = = [5n°t — 5t°] =0,
Vs 0 s

Q= 7/ (57% — 15t%) cos(nt)dt
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60 60
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60

= ﬁ(—m“, n> 1.

Hinweis: Alternativ kann man ag berechnen durch:

2 s
ap = }/ Vic(t)dt = Vac(m) = Vac(0) = 0.
0

(¢) Fiir n > 1 haben wie folgende inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung zu

16sen: ) (1)
d d 60 (—1)"
-~

=6
Wir iiberfithren diese Gleichung in die komplexe Form:
g (-1

d ~ - ,
—1I,(t) +30—1,(t) + 1001, (t) = 6———-e'"".
s Tn(t) + 302 Tu(0) + 1007, (1) = 64— —e



Mit dem Ansatz I,,(t) = Cpe™ findet man

. . . -1 n+l
_Cnn262nt 4 3()0"7;716”” 4 1OOCneznt — 6( ) eznt

n2
6(71)n+1
n?(—n2 + 30in + 100)
6(—1)"** ((100 — n?) — 30in)
n? ((100 — n2)2 4 900n?)

= C, =

Wir setzen nun I,,(t) = Re I,,(t) und finden somit:

I,(t) = Re L,(t)
= Re ((Re Cy, +iIm Cy,)(cos(nt) + isin(nt)))
= (Re C,) cos(nt) — (Im C,,) sin(nt)
6(—1)"+t

= W7 (100 — )7 5 900n7) L (100 = ) cos(nt) + 30nsin(nt) )

Eine spezielle Losung von lautet somit:

- 6(—1)"*! 2 ,
L(t) = Z 2 ({100 — 72} 1 0000%) {(100 — n*) cos(nt) + 30nsin(nt) } .
n=1

Man beachte, dass wir keinen Term fiir n = 0 erhalten, da ag = 0.

Hinweis: Wegen limy_,o I, (t) = 0, siche (a), verhdlt sich die allgemeine Losung der
Differentialgleichung fir t hinreichend gross wie I,(t)



