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2.1. Systeme linearer Differentialgleichungen erster Ordnung
2.2. Lineare Mehrkompartimentmodelle

2.3. Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung
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Disclaimer ETH:zirich

Ein grosser Dank geht an meinen Doktoranden Alexander Smirnow, der
dieses Skript mitgestaltet und iibersetzt hat.

Trotz unserer Bemiihungen, das Skript fehlerfrei zu halten, schleichen sich
doch ab und an Fehler ein. Es ist immer eine grosse Hilfe und wir freuen
uns, wenn Fehler gemeldet werden, sodass wir diese schnell beheben

konnen.

Bitte senden Sie Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschlage an
Alexander Smirnow (alexander.smirnow@bf.uzh.ch).
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Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

/
(\av = Q.V} , (@‘Hq"‘}s("\
In diesem Kapitel werdenvir lernen, wie man System€ linearer

Differentialgleichungen I6sen kann. Der Inhalt dieses Kapitels baut zum
Teil auf den Vorlesungsnotizen von Annette A’Campo-Neuen auf.

Wir kennen schon lineare Differentialgleichungen von der Form

X' (t) = ax(t)\ firx:R — R und 3 € R.
—t -5 dx _ 4.

Und wir wissen auch, dass die Lésungen durch ( ¢

x(t) = Ce” [fiir eine Konstante C € R gegeben §ind.

voneinander abhangig sind.

170/408



(Ao (ew

p )\

/f/\,\\il-*c‘l‘:' Ok‘k't CZ

,/t/\\‘)tl":'. mf;‘+(%_z___“\el>

W
Dulz\= ab+ K = = S






Systeme linearer
Differentialgleichungen erster
Ordnung




Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

£ —, 1) b—, 0k, € x>
)
Unter einem System (gekoppelter) linearer Differentialgleichungen erster
Ordnung versteht man ein System folgender Art,
G11) = an(t)xa(t) + ... + awn(t)xn(t) + Lalr),
(2.1)
xh(t) = an1(t)x1(t) + ... + ann(t)xn(t) + ba(t).

Die Koeffizienten axy und by konnen Konstanten in R oder Funktionen der
Zeit t sein undfxi, ..., X, sind die gesuchten differenzierbaren Funktionen.
Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die Koeffizienten konstant

sind.

Wenn alle by gleich 0 sind, dann nennen wir das System homogen, sonst

ist es inhomogen.
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Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

@_(news; Blick sieht dieses System ziemlich kompIizie@Das

liegt daran, dass wir alle Gleichungen separat betrachten.

Wir konnen aber auch alle n reellwertige Funktionen x, : R — R als nur
eine vektorwertige Funktion x : R — R” auffassen,

Wenn alle x differenzierbar sind, dann ist auch x (komponentenweise)
differenzierbar und wir schreiben

@1“‘:-. .xx[ts)T-;, (Q:!(-b

\. A, (‘é ) 172/408



Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

Wir bemerken, dass die Ausdriicke auf der
rechten Seite so aussehen, als hitte man eine Matrix A mit einem Vektor x
multipliziert und dann noch einen Vektor b addiert. Tatsachlich, wenn wir

aiy - ain by
A= Dot und b=

dnl *°°  dnn bn

definieren, dann kénnen wir das Gleichungssystem (2.1) ganz kurz

schreiben,

173/408



Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

Wir werden sehen, das dies nicht nur die Notation vereinfacht, sondern

auch eine grosse Hilfe bei der Lésung solcher Differentialgleichungssysteme
ist.

Der Einfachheit halber betrachten wir homogene Systeme mit konstanten
Koeffizienten, das bedeutet A € R™" und b = 0. Somit arbeiten wir mit

e —

Losungsmenge von Gleichung (2.2),
XE{x:R->R"|VteR: X(t) = Ax(t)},
——— e

ein linearer Unterraum oder Untervektorraum vom Vektorraum V aller
differenzierbaren Funktionen von R nach R”. —_—

—_— e —
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Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

In Satz 2.5 werden wir sehen, dass jedes Anfangswertproblem der Form
(2.2) mit x(0) = xo € R" eine eindeutige Losung in V besitzt. Wenn wir

dieses Resultat beriicksichtigen, kdnnen wir folgende Proposition beweisen.

Proposition 2.1. Sei A € R"*" und
X={x:R—-R"|VteR: xX(t) = Ax(t)}. Dann gilt
dim X = dimR" = n. '

lineare Surjektion. D
eutig sind, ist dies
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“Entkoppelte” Systeme ETH:irich

Wir I6sen Gleichung (2.2) zuerst im einfachen Fall, wenn A eine
Diagonalmatrix ist. Wir wissen, dass eine Diagonalmatrix aus ihren
Eigenwerten besteht und wir schreiben A = diag(A1, ..., An). Werten wir

Gleichung (2.2) aus, erhalten wir n (gewdhnliche) Differentialgleichungen
der Form i

@t) = )\ka(t), k € {1, ..., n

Dieses System ist also “entkoppelt” und wir kennen die Lésungen schon,

x(t) = (c1eM?, ..., c,e™t)T) fiir beliebige Konstanten ci,...,ch € R.
g

Tatsachlich kénnen wir n Losungen wahlen, zum Beispiel mit
aqa=...=c¢c,=1,
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Fundamentalsystem eines Differentialgleichungssystems ETH(irich

/6

iese sind linear unabhangig, da

det((y1(t)|- - lya(t))) = €Mt - ... &Mt £ 0 fiiralle t € R. —>

Somit bilden {y1,...,y,} laut Proposition 2.1 eine Basis von X. In der
Tat sieht man schnell, dass wir jede Losung als Linearkombination der yj
schreiben konnen als x = c1y1 + ...+ ¢hy, und dass, wenn x = 0, dann
alle ¢, gleich 0 sein miissen.

In diesem Zusammenhang nennen wir eine Basis auch ein
amentaisystem aer Differentialgleichung.

Des Weiteren stellen wir fest, dass alle yx von der Form ind, wobei
vy die Eigenvektoren von A sind (in diesem Fall die Standardbasis von

R™), die den Eigenwerten A, entsprechen. Natiirlich fragen wir uns, ob das

auch fiir beliebige Matrizen gilt. Gliicklicherweise kdnnen wir dies bejahen.
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Fundamentalsystem eines Differentialgleichungssystems ETH(irich

Dann erfiillt X(t) = e’v Gleichung (2.2).

P——
Pronasitis: J

2.2. Sei v € R" ein Eigenvektor von A € R™" zu
Beweis. Eine kurze Rechnung zeigt, dass

@ ’@ v) = e/\;A_V,: e’\@: %(e”u)

[ 3 — -

und somit, ist x eine Losung.

Ubung 2.3. Intuitiv wiren in diesem Zusammenhang wahrscheinlich
diagonalisierbare Matrizen das N&chstbeste. Erldutern Sie, was damit
gemeint ist, und leiten Sie ein Fundamentalsystem von (2.2) fiir eine
diagonalisierbare Matrix A mit Eigenwerten A1, . ;,_J)\_,,;und entsprechenden

Eigenvektoren 1, Vn DEr Verwenden Sie Proposition 2.2 und

e)\,,t

argumentieren Sie, dass ey, ..., vp linear unabhangig sind.

Betrachten Sie auch Definition 0.51 und Proposition 0.52.
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Fundamentalsystem - Ubung ETH:zlrich

X [" ) (&

i\ q')z

X (‘f | = A {t ~>
A, (1)

Wir werden diese Konzepte anhand eines praktischen Beispiels diskutieren.

Ubung 2.4. In dieser Ubung wollen wir ein Fundamentalsystem fiir das
folgende lineare homogene Differentialgleichungssystem erster Ordnung

finden,

—
x1(t) = —x1(t) + 2x0(t),
xp(t) = —=3x1(t) + 4xo(t) .

Indem wir die folgenden Schritte befolgen, wiederholen wir viele Konzepte,

die wir bisher gelernt haben.

A’-s 4
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Fundamentalsystem - Ubung ETH:zlrich

1. Setzen Sie x = (x1, x2)T und finden Sie einelZ_XZ_Ll\ﬁt_rj_LA_ um (2.3)
in der Form‘zi@_:Jx(—tﬁ auszudriicken.

2. Schreiben Sie das_charakteristische Polynom auf und berechnen Sie die
ullstellen, um die Eigenwerte von A zy findep. Sie sollten @nd o

Ao = J erhalten.

3. Leiten Sie die entsprechenden Eigenvektoren her und argumentieren

Sie, dass diese linear unabhangig sind. Die Eigenvektoren sollten
Vielfache von v; = (1,1)T und v» = (2,3)T7 sein.

m—

4. Schreiben Sie das Fundamentalsystem gemiss Ubung 2.3 auf. Priifen
Sie, ob tatsachlich jede Linearkombination dieses Fundamentalsystems
Gleichung (2.3) lost.
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Fundamentalsystem eines Differentialgleichungssystems ETH(irich

|
f)@/"‘f Erivwer vw\.g
Nachdem wir uns mit diagonalen und diagonalisierbaren Matrizen befasst
haben, gehen wir nun zu beliebigen Matrizen iiber. Wie im Abschnitt liber

Matrixexponentiale versprochen, werden wir nun eine sehr niitzliche

Anwendung des Matrixexponentials beweisen.
._.-_._._.---""'...-‘

Satz 2.5. Seien A € R™" und xp € R" gegeben. Das homogene lineare
DifFerentiaIgIeichungssystem erster Ordnung (2.2) mit der
Anfangsbedingung x(0) = x(0) = xo besitzt eine eindeutige Losung x : R — R”,

die flir t e R gegeben ist durch I i

Die Spalten vonllden ein Fundamentalsystem von (2.2).

Q\[ <t g Mahir
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Fundamentalsystem eines Differentialgleichungssystems ETH(irich

Beweis~Sei x(t) = e xg. Wir erinnern uns, dass wir in

L et = Aet” hergeleitet haben. Das bedeutet x/(t) =

Anfangsbedingung ist ebenfalls erfiillt, da x(0) = I,

leichung (0.8)
x(t). Die

= X0.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen, nehmen wir an_Aass y eine beliebige
Losung von (2.2) mit y(0) = x ist. Wir betr#chten die Abbildung

c: R — R" mit t — e~ “y(t) und berechden ihre Ableitung,

Die letzte Gleichheit gilt, da A yAd e~*A kommutieren. Folglich ist die
Funktion ¢ konstant, und da
firalleteR

Damit haben wir/bewiesen, dass in der Tat y = x gilt.
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Fundamentalsystem eines Differentialgleichungssystems ETH(irich

Fiir die letzte Behauptung bezeichnen wir die Spaj#én von e mit

ai,...,an. Wir stellen fest, dass die Spalten lip€ar unabhangig sind, da
laut Proposition 0.57 gilt det(e*?) # 0. M
k-ten Standardbasisvektor e, = (0, ...

Spalte, ete, = ay.

ipliziert man e mit dem
,0...,0)T, erhilt man die k-te

Somit ist ax eine Losung von (2/Z) mit der Anfangsbedingung ax(0) = e,

womit die Behauptung bewig#en ist. O
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Fundamentalsystem eines Differentialgleichungssystems ETH(irich

vy

' bA |- th p EA
ﬂtA'A—:A% Ve -t
Ptk U\[ s tPa

Ubung 2.6. Wir haben einige Teile des Beweises von Satz 2.5 ausgelassen.

R

Uberzeugen Sie sich davon, dass die folgenden Aussagen wahr sind.

1. Zeigen Sie, dass Eiu-ﬂd-AkOmmu;'gren, wobei Sie annehmen

kénnen, dass wir bereits wissen, dass e und A kommutieren.

2. Zeigen Sie, dass [&(exo) = & (e")xo\ Wie unterscheidet sich der
Differentialoperator auf der linken Seite von dem auf der rechten Seite?

(13 §
A Q.- P)A — ﬁa‘fé = @P
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Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

Ubung 2.7. Wir wollen noch Behauptung 3. in Proposition 0.57

beweisen. Wir wollgn zeigen, dass..wenn zwei Matrizen A, B € R"*"
kommutieren, dann |eA18 = eAeB kilt.
-

1. Zunichst bendtigen wir ein Hilfsresultat: Wir miissen zeigep# dass,

wenn A und B kommutieren, auch B und e kommutierg’
Definieren Sie die vektorwertige Funktion x : R — R2Aurch x(t) = Be*c,
fiir ein beliebiges ¢ € R". Die Ableitung ist durch/%’(t) = BAetAc

gegeben. Da AB = BA, erhalten wir x/(t)
Satz 2.5 gilt, dass x eindeutig gegeben j
Folglich muss fiir alle t € R gelten,

2. Um zu zeigen, dass eATB L ¢AeB | definieren Sie die Funktion
x(t) = e*etBc, fiir einsliebiges c € R". Gehen Sie wie im ersten Teil

vor und verwendenSie das im ersten Teil hergeleitete Ergebnis.
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Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

3 Ty ) 1L
A’A'ﬂiko ’\)'\013' 9 1
Beispiel 2.8. Wir wollen das Exponential der£g) x 2)-Matrix A = (§ 1
berechnen. Da diese Matrix nicht diagonaﬂ;&r ist (man kann dies mit

roposition 0.52 1
Veffa

berpriifen), kdnnen

#r das in Kapitel 0 beschriebene
T berechnung der PotepZen von A nicht anwenden.

In einfachen Fillen wie diesem /&0nnen wir die Losung jedoch manchmal

“erraten”. Wir berechnen eipfge Potenzen und schauen, ob wir ein Muster

erkennen,
22— 1 2 28— 1 3 A4 1 4 ‘
0 1)’ 0 1L 01

Es scheint, dass Ak = (1 %) | fiir k € N. Wir kénnen dies durch Induktion
beweisen. Z 1 (\ Z_ A /‘
A - A ()\ 1o A ) 0 ")

186/408




Systeme lingarer I alg Rgen ETHziirich

| {,& = m = I/‘wH\p

an berej onsanfang g#zeigt. Fiir den Induktionsschritt

berechnen wir,

Ak+1:AAk: (
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Systeme linearer Differentialgleichungen ETHziirich

™ ¢A _
l(e)JAQ,l{’j — J((é)-:.-e A

Ubung 2.9 Berechnen Sie die Matrixexponentiale der folgenden Matrizen
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Jordansche Normalform

\,i A ""l
P.ar=D (= A={D®1 =
Wie in Kapitel 0 besprochen, kdnnen wir ganz einfach Potenzen einer

diagonalisierbaren Matrix A berechnen. Seien P und P~ so, dass

P~1AP = D diagonal ist. Da die Matrixexponentialfunktion e
von Potenzen ist, erhalten wir

a) PoP_ N (PDP*IL){ io;'Dk‘

Das Exponential@ ist leicht zu berechnen. Wenn Sie et in Ubung 2.9
berechnet haben, werden Sie dieses Resultat verwendet haben. Allerdings

I
sind nicht alle Matrizenagiagonal'?ierbar_ ‘_ 0‘1( )
— :

QD: 2:,' —DW D= 0"0}:"
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Jdordansche Mormoatiorm ETHziirich

Es stellt sich heraus, dass die Diagonalform einer diagonalisierbaren Matrix

ein Spezialfall der sogenannten jordanschen Normalform ist.

Jede Matrix, deren Eigenwerte in dem Korper liegen, iiber dem der
Vektorraum definiert ist, weist einesalche m auf. Zum Beispiel gibt es
fiir jede Matrix A € R"X”

Matrix P, so dass P"1AP die folgende Form besitzt,

—J:J)\l@...@J)\r: .
f Iy,

eine invertierbare
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Jordansche Normalform ETHzirich

Hier bezeichnet @ die direkte Summe zweier Matrizen. Fiir A, B € R"™*"
ist sie definiert als
-~

ail -+ din

AdB = [Eile_Jmp | er2mn
biy -+ bin)

ADL /|, .

JIx, wird als Jordanblock zum E/genwert A, bezeichnet und ist eine

M 1 /D

Ak

O
Ak

quadratische Matrix folgend€

I =

191/408



IK""




Jordansche Normalform ETHzirich

(N-nT)=0 — Lelfetbed

Die Anzahl der Jordanblocke zu einem gegebenen Eigenwert )y ist gleich
der geometrischen Vielfachheit von \x (die Dimension des Eigenraums

zum Eigenwert \y). Die Summe der Gréssen aller Jordanblacke zu einem
EiMIeich seiner algebraischen Vielfachheit (Vielfachheit im

charakteristischen Polynom).

Wir empfehlen lhnen, zusatzliche Literatur iiber die jordansche

Normalfofim =y lesen, da wir hier nicht ins Detail gehen kdnnen.
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Jordansche Normalform ETHzirich

Es stellt sich heraus, dass e’ die direkte Summe der Exponentiale der
einzelnen Blacke ist, e/ = e’ @ ... @ e’>r. Jeder Jordanblock hat die

Formwobei N eine nilpotente Matrix der Form

0 1

N
j: Slgl '\o N = 0 .
X \ l o1
9 >\ 0

r

ist. Insbesondere gilt, dass ein n € N existiert, sodass N/ = 0 fiir alle
j > n. Mit einer kurzen Uberlegung iiberzeugen wir uns davon, dass \/

und N kommutieren und somit laut Ubung 2.7 eM/*N = eMleN gilt. Nun

el

lasst sich e*«' direkt berechnen, und da N nilpotent ist, erhalten wir hier

. k —1 NK
eine Summe von Potenzen eV = >79° I =S~ I
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Jordansche Normalform - Beispiel ETHziirich

Betrachten wir ein Beispiel.

Beispiel 2.10. Sei B = (6‘ /1\) aus Ubung 2.9 mit A\ € R. Wir haben schon
gesehen, dass B nicht diagonalisierbar ist. Jedoch konnen wir B in eine
jordansche Normalform bringen (mit einem einzigen Jordanblock) und wir
konnen B = \b + 8 (1)) = Ab + N schreiben. Beachten Sie, dass fiir

k > 2 wir N¥ = 0 erhalten. Daraus folgt,
1 t
eB = Mot — ot L (tN) + (tN)Y) = (b + tN) = e ( 0 1) )

die Losung, die Sie in Ubung 2.9 hergeleitet haben.
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Jordansche Normalform - Ubung ETHziirich

Ubung 2.11. Betrachten Sie die folgenden Matrizen,

-3 -2 —6 -5 -1 -1 -1 -1
a2 121 T I L.
3 2 6 9 -1 0 1 1
-1 0 -1 -4 1 0 0 0

Wir haben sie so gewihlt, dass P~LAP = J eine jordansche Normalform
von A ist. Berechnen Sie e”.

Tipp: Berechnen Sie P~1 J, el und schliesslich e”. Verwenden Sie zur
Berechnung von e”, dass e’ die direkte Summe der Exponentiale jedes
Blocks ist, e/ = e @ ... @ elr.
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Jordansche Normalform - Ubung ETHziirich

Sie sollten die folgenden Resultate erhalten,

0 0 0 1
-1 -1 -2

pt= 0 , J=P AP = :
-1 -1 -1 -1
1 1 2 2

und ﬁjr@rhalten wir

e—e3 2e?24e—-2e 3e 246263

24 _ e —2e2+e —3e2+e
Cle2—e+ed —et+ed e2-e+28 e 2_e+2e8
—e 2 0 —e? —e?
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Lineare Mehrkompartimentmodelle ETHziirich

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie Systeme linearer
Differentialgleichungen entstehen. Wir werden uns auf die Herleitung der
Systeme und insbesondere auf die Herleitung der entsprechenden Matrix

konzentrieren.

Im Kapitel (iber Modelle werden wir mehr ins Detail gehen.
—————— —

Im Folgenden werden wir lineare Wechselwirkungen zwischen mehreren
Kompartimenten diskutieren. Wir gehen davon aus, dass jedem
Kompartiment eine bestimmte Menge eines Medikaments oder etwas
Ahnliches zugeordnet ist. Des Weiteren nehmen wir an, dass die
Wechselwirkungen mit konstanten Raten ablaufen, und daher verwenden

wir Konstanten, um diese darzustellen.

Wir legen hier fest, dass der erste Index die Nummer des Kompartiments
bezeichnet, von dem die Menge abgezogen wird, und der zweite Index die
Nummer des Kompartiments, zu dem die Menge hinzugefiigt wird.
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Lineare Mehrkompartimentmodelle ,E —>™ (% ETHzirich

— )~y ()
Beispiel 2.12. Seien y1(t) und y»(t) die Mengen eines Medikaments in

Organen 1 und 2 zum Zeitpunkt t. Wir nehmen an, dass zum Zeitpunkt t
das Medikament mit einer Rate M(t) in Organ 1 eingebracht wird, wo sie
mit einer konstanten Rate a; abgebaut wird und mit einer Rate bjo an
Organ 2 weitergegeben wird. In Organ 2 wird das Medikament mit der
Rate a» abgebaut und mit der Rate by; an Organ 1 zuriickgegeben. Wir
konnen diese Beziehungen in follgendem Diagramm visualisieren.

(ly i/

Abbildung 2.1: Beispiel eines linearen Mehrkompartimentmodells. 198/408



Lineare Mehrkompartimentmodelle ETHziirich

Aus Abbildung 2.1 kdnnen wir direkt die zwei Differentialgleichungen

herleiten,

Wenn wir y = (y1

(M
3({)/ ,

Mit den Resultaten aus den vorangegangenen Abschnitten kdnnen Sie dies

bereits fiir M = 0 l6sen.
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Lineare Mehrkompartimentmodelle - Ubungen ETHziirich

) PINS

Ubung 2.13. Betrachten Sie das folgende 2-Hompartimentmodell.
Nehmen Sie an, dass zum Zditpunkt t die entdprechende Menge eines
Medikaments in Kompartiment K, fiir j € {1,P}, y;(t) betragt.

1= bl ¥ 2 0= =byglb
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Sie das System der Differentialgleichungen, dag dieses Modell

_darstellt, in Matrixscheibweise auf. Losen Sie dieses Systam fiir
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In diesem Abschnitt betrachten wir eine einzelne Dj erentlalg/e/ch{mg

e Gleichung in ein

. Betrachten wir d%k‘”

n-ter Ordnung. Interessanterweise kdnnen wir dj
System vo eichungen erster Ordnung (ib
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e vektorwertige Funktion y : R — R" als y = {;
verzeugen Sie sich, dass, wenn x Gleichung (22
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Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung ETHziirich

Beachten Sie, dass die letzte Gleichung genau Gleichung (2.4) ist. Wir
kdnnen nun die Koeffizienten dieses Systems in einer Matrix
zusammenfassen

c Ran’

=

und somit erhalten wir das System
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Analog zum Abschnitt iiber Systeme linearer Differentialgleichungen erster

. - . —-__-—_—-‘-'-_—
Ordnung, miissen wir die Eigenwerte von A finden. Wir wollen also das
charakteristische Polynom von A herleiten. Wir werden feststellen, dass es

gegeben ist durch —
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oprim L

Um dies zu zeigen, benutzen wir Induktion iiber n.

Fiir n = 1, erhalten wir x() + apx = 0 und damit A = —ag € R. Folglich
gilt

pa(A) =det(A — (—ap)) = A+ a0 . v

Fiir den Induktionsschritt n — n+ 1 nehmen wir an, dass Gleichung (2.5)
gilt.
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Mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz iiber die erste Spalte erhalten wir

pa(\) = det(Mpy1 — A)

1 ‘
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0"+ an-1 Atap
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+(—1)"a - '
A -1
|G :”_1 A + 3:1

= )\()\” + an)\n,1 + ...+ aX+ 31) + (_1)n+2+nao
:)\n+1+an)\n+...+32)\2+al)\+ao.
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Wir bemerken, dass das charakteristische Polynom (2.5) der
Differentialgleichung (2.4) dhnelt. Daher nennen wir dieses Polynom das

charakteristische Polynom der Differentialgleichung und A (oder haufiger
die Transponierte) die (Frobenius-)Begleitmatrix zu diesem Polynom.

Analog zum vorherigen Abschnitt wissen wir, dass die Losungsmenge ein
n-dimensionaler Vektorraum ist, also gilt dasselbe fiir die Lésungsmenge

von (2.4). Wir iibernehmen die gleiche Terminologie und nennen eine

Menge von Funktionen {yi,...,y,} ein Fundamentalsystem, wenn
_-_-_-_--‘--_'_-——_-l
-D\T 1

Yl = (}/1,}/],_7- . .’y{” )) PR Yn = (ynayr/'n"')ylgn )>

eine Basis der Losungsmenge des entsprechenden Systems von
Differentialgleichungen erster Ordnung ist.

ﬁ[\<-f"‘r “Qk (m
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Um die lineare Unabhangigkeit zu priifen, berechnen wir die so genannte

Wronski-Determinante, m

_y]. PR yn
Wy, v, (t) = det((Y1]---[Yn)) = | [ : [ .
(n—1) o (n=1)
Y1 Yn
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Um Lésungen zu finden, haben wir folgendes sehr niitzliches Ergebnis.

Satz 2.15. Sei p das charakteristische Polynom in (2.5) mit reellen

Nullstellen ..., Ar € R und Vielfachheiten m1_

bilden fiir j € {1,...,r} und k € {0,...,m, ‘1T die I-utione

ein Fundamentalsystem von (2.4). /

Wenn die Menge der Nullstellen ein Paar komplex konjugierter Zahlen
A =a+ibund X\ = a— ib mit Vielfachheit m aufweist, dann sind fiir
k €{0,...,m—1} die Funktionen tke?t cos(bt) und t*e? sin(bt) linear

unabhéngige | Gsungen von (
Y ' </ 52 (
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Beispiel 2.16. Betrachten Sie folgende Differentialgleichung O‘fﬂd 3
k“ﬁ
x(3) Z2x(@ _ (1) 4oy — 0. A&L\DGL

Das dazugehdrige charakteristische Polynom ist J)
p(A) = A> =232 = A +2 = (A — 1)(A + 1)(A — 2). Die Nullstellen sind
1 =1, A = =1 und A3 = 2,Jund somit gilt laut Satz 2.15, dass

also

ein Fundamentalsystem ist.

In der Tat, die Losungen
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Ubung 2.17. Leiten Sie ein Fundamentalsystem der folgenden
Differentialgleichungen her,

1. xB®) —5x(2) 4 3x(1) 4 9x = 0,

2. x4+ x=0.

Schreiben Sie dazu die charakteristischen Polynome auf und faktorisieren
Sie sie, um ihre Nullstellen zu finden. Verwenden Sie dann Satz 2.15.
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Losung. Fiir die erste Differentialgleichung erhalten wir das
charakteristische Polynom

p(A) = A —5X7 +3X+9 = (A +1)(A—3)%.
Nach Satz 2.15 ist

xi(t) =e"f, xo(t)=e", x3(t) =te
ein Fundamentalsystem.

Aus der zweiten Differentialgleichung ergibt sich das charakteristische
Polynom

pA) =X 4+1=(\+)A\-i).
Daher ist nach Satz 2.15
xi(t) = cos(t), xa(t) =sin(t).

ein Fundamentalsystem.
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