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Disclaimer ETH:zirich

Ein grosser Dank geht an meinen Doktoranden Alexander Smirnow, der
dieses Skript mitgestaltet und iibersetzt hat. Des Weiteren bedanken wir
uns bei Philipp Zimmermann fiir hilfreiche Kommentare und
Verbesserungsvorschlage.

Trotz unserer Bemiihungen, das Skript fehlerfrei zu halten, schleichen sich
doch ab und an Fehler ein. Es ist immer eine grosse Hilfe und wir freuen
uns, wenn Fehler gemeldet werden, sodass wir diese schnell beheben

konnen.

Bitte senden Sie Fehlermeldungen und Verbesserungsvorschlage an
Alexander Smirnow (alexander.smirnow@bf.uzh.ch).
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Partielle Differentialgleichungen -
Einfiihrung




Gewdhnliche Differentialgleichungen ETHziirich

3(\———\&'6\3(1)

Wir haben bereits gewShnliche Differentialgleichungen (GDGL, englisch:
ODE) gesehen. Sie bestehen aus einer Funktion, ihren Ableitungen und
einer unabhangigen Variablen.

Bemerkung 5.1. Sei Q CR und sei f : Q x R™! 5 R, n €N, eine
stetige Funktion. Dann ist

fx,y, ¥

eine gewohnliche Differentialgleichung 1~ z

Partielle Differentialgleichungen hingegen stellen Beziehungen zwischen
partiellen Ableitungen einer mehrdimensionaler Funktionen her.

7,'{-15'« £Y < 0
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Partielle Differentialgleichung - Definition ETHziirich

Wir fiihren zuerst einige Notationen ein. Sei u: R” — R. Es gibt viele

Schreibweisen fiir partielle Ableitungen: (_1,\ Y ).\,.) —\ MJ‘?”"L"

ka Oku=ux, ke{l,...n}.

[0

Wir werden m€istens die Schreibweise( 0y, u yerwenden, als Kompromiss
zwischen prazise und wenig Schreibarbsi

Des Weiteren definieren wir

Vu(x) = ((‘9X1u(x),
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Partielle Differentialgleichung - Definition ETHziirich

Ry )f Lﬁp

Definition 5.2. Sei Q C R". Eine partielle Differentialgleichung k-ter
Ordnung, k € N, ist eine Gleichung der Form

F(@&@;, D2u,...,ek/u) =0,

wobei F: QxR x R" x R™ x ... x R™ — R eine beliebige Funktion ist.

Unser Ziel ist es, k-mal stetig differenzierbare Funktionen u: Q — R zu
finden, die diese Gleichung punktweise erfiillen.

Bemerkung 5.3. Der Differentialoperator| Vywird als Nabla (im
Englischen auch del) ausgesprochen und Vu = Du ist der Gradient von u.

Der ist der regulare Grossbuchstabe Delta.
a
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Partielle Differentialgleichung - Beispiele ETHziirich

A

—

Beispiel 5.4. Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen sind } l'\ = D "

% qu—l—uy—OaufRz ) <:s|,, )\-—%UJ Y) v(f) o)

2. |Vul? =1 auf R,

/"'"f /1 1 l(j—'— )d

M‘ “jj < far )

3. Au = uy auf R?,

4. XUy =y + sinfuy ) auf R?.

(48]

Wie Sie sich vorstellen konnen, ist es nicht einfach, Lésungen zu finden.

Im Folgenden werden wir uns Beispiele ansehen und Wege zur Losung
einiger partieller Differentialgleichungen finden.

—————

Ubung 5.5. Zeigen Sie, dass die Funktion u gegeben durch

eine Losung der ersten PDE von Beispiel 5.4 ist. Was is
en finden, indem Sie
MZKR 1oL
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Definitionsbereich von u? Kénnen Sie andere Losu
geschickt eine Konstante in u einfiigen? w_’
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Partielle Differentialgleichung - Klassifizierungen ETHziirich

Wir kénnen PDEs klassifizieren anhand

> ihrer Ordnung,
> ihrer Linearititseigenschaft (linear oder nichtlinear),

> ihrer Homogenitatseigenschaft (homogen oder inhomogen).

Beispiel 5.6. In Beispiel 5.4

> sind die erste und zweite PDE von der Ordnung 1, die dritte von der
Ordnung 2 und die letzte von der Ordnung 3,

> ist die dritte PDE linear, wahrend die anderen nichtlinear sind,

> sind die erste und dritte PDE homogen, wahrend die zweite und
vierte inhomogen sind.
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Partielle Differentialgleichung - Klassifizierungen ETHziirich

Fiir den Spezialfall linearer PDEs zweiter Ordnung unterscheiden wir (wie
bei den quadratischen Formen) zwischen

> elliptischen PDEs, wie zum Beispiel der Laplace-Gleichung,

> parabolischen PDEs, wie zum Beispiel der Warmeleitungsgleichung,
und

> hyperbolischen PDEs wie zum Beispiel der Wellengleichung.
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Partielle Differentialgleichung - Eigenschaften ETHziirich

Analog zu ODEs ist die Summe der Lésungen einer linearen homogenen
PDE ebenfalls eine Losung. Dies wird als Superpositionsprinzip bezeichnet.

Genauer, sei L ein linearer Differentialoperator der Form

L= Zag(l)(x)@ Z aké Oxexy T+
k=1

k=1

dann gilt L/(/k ‘1:.2~ Q (2))/94

Lluj] =0, j € {1,2} impliziert L[ciu + C2U2] =0,c,0€R.

Ubung 5.7. Der Differentialoperator entspricht einer
der PDEs in Beispiel 5.4. Welche ist es?

Lw= Ay ‘)\)“ -
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Partielle Differentialgleichung - Randwertproblem ETHziirich

In Anwendungen suchen wir oft nach Losungen fiir eine PDE unter LNL'\
bestimmten Anfangs- und Randwerten. Ein solches \
Anfangs-Randwert-Problem kdnnte wie folgt aussehen: I?K)ﬂb

Sy Y i
N B‘:) u(x,0

) =
u(x,1) =
y)=
y) =

4

\;)1 \)) u(0,

u(L,

= sin?(my).

x>
Im Gegensatz zu ODEs sind die Randbedingungen von PDEs Funktionen
auf Teilmengen von R"” mit “kleinerer Dimension” .

In diesem Beispiel ist die Funktion u|sq =: f auf dem Rand
= ({0,1} x [0,1]) U ([0,1] x {0,1}) gegeben, eine eindimensionale
Menge (Kurve) im R2.
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Partielle Differentialgleichung - Umfang dieses Kapitels pETH(irich

In dieser Vorlesung werden wir hauptsachlich lineare PDEs bis zur zweiten
Ordnung diskutieren. Wichtige Beispiele sind

> Laplace-Gleichung: Au(x) =3 % 1 kaku - elektrostatisches

Potential ohne Ladungen oder spotential ohne Massen,

> Poisson-Gleichung: Au(x) = > _1 Oxx U :@ektrostatisches
Potential mit Ladungsdichte f oder Gravitationspotential mit

Massendichte f, 9171 )‘}1‘ . &\q [\v ‘D\ )'PM“’

> Warmeleitungsgleighung / D/ffusmnsg/e/chung

— alAu(x, t) =0, mit Temperaturleitfahigkeit a > 0.

> Wellengleichung: — Au(x, t) =0, wobei ¢ > 0 die b
Phasengeschwindigkeit der Welle ist,

> Schrédingergleichung: (—» ®+ V(x) /h.t) wobei /i
das reduzierte P/ancksche W/rkungsquantum oder Planck-Konstante

ist, m > 0 die Masse des Teilchens, und V ein Potential ist.

A
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Wéirmeleitungsgleichung / Diffusionsgleichung ETHziirich

Sei u(x t) dEe Temperatur (oder die Dichte des Diffusionsmaterials) zum
Zeitpunkt t > 0 und am Ort x innerhalb eines Mediums Q C R3.

Wie fliesst nun die Warme durch unser Medium? ({:— )&_> —% M\k)

\ Modell. Wir richten die x;-Achse in Richtung Vu aus.@ X, 4, ’ﬂa
l
A
X3 / n, In| =1

% A >X grad U
-

0 ‘ L

Temperature u, Temperature u_>u,

377/461



Wairmeleitungsgleichung / Diffusionsgleichung ETHziirich

¥t

v

Die Warmemenge, die sich mdurch den Stab der Lange L
von rechts nach links bewegt, ist proportional zur Querschnittfliche A und

zur Temperaturdifferenz u; — ug, und ist invers proportional zu L.

Wir kdnnen dies durch den folgenden Quotienten beschreiben,

dw up — ugf
Tk
“56)

Die Konstante k ist die Warmeleitfahigkeit des Materials. Die Richtung
des Warmestroms wird durch den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik

beschrieben.
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Wairmeleitungsgleichung / Diffusionsgleichung ETHziirich

Wir stellen uns nun eine geneigte Flache S vor. Fiir (sehr kleine) L
approximiert der Quotient der Differenzen die partielle Ableitung von u
nach xq, daher erhalten wir

@t}( M:kVu-nS.
dt

Dies ist das Negativ der Warmemenge, die sich durch S in Richtung n
bewegt.

n, |n|=1

Im Allgemeinen ist der Warmestrom
durch 0 nach aussen gegeben durch o

$(09) = —/mkVu-ndS.

—
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Wairmeleitungsgleichung / Diffusionsgleichung ETHziirich

o

Die Warmeenergie pro Masseneinheit ist proportional zur Temperatur.
Daher ist die Menge der thermischen Energie in Q gegeben durch

w(Q) = /Q cupdV

wobei ¢ die spezifische Warmekapazitit pro Masseneinheit des Materials
und p die Dichte ist.
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Wairmeleitungsgleichung / Diffusionsgleichung ETHziirich

Wir erhalten

dW(Q / ou dw_%(
N :/ kVu-ndS Gi'ﬁ/div( Vu)dV .
oQ Q

Diese Gleichung gilt fiir beliebige 2 und daher miissen die blauen

Integranden gleich sein:
0
cps, = div(kVu).

Wenn k konstant ist, erhalten wir mit D := C—kp > 0 die
Wairmeleitgleichung (bzw. die Diffusionsgleichung),

(4 }2)—1/\1\\4, n)

t_/ 381/461
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Warmeleitgleichung auf begrenzten Gebieten ETHziirich

Beispiel 5.8. (Warmeleitgleichung in einem geschlossenen Draht) Stellen
Sie sich einen Draht der Lange L vor. Wir messen die Position x auf dem
Draht als den Abstand zu einem beliebigen Bezugspunkt x =

Lange L /1 )

Zu Beginn wird die eine Halfte des Drahtes in warmes Wasser mit der
Temperatur 1 getaucht, der Rest hat die Temperatur 0. Bei t = 0 nehmen
wir den Draht aus dem warmen Wasser. Wir wollen nun die resultierende

Warmeverteilung wissen.
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Warmeleitgleichung auf begrenzten Gebieten ETHziirich

\ =D Aw

l 1\
Wir miissen also Folgendes I6sen )

furxeR t>0

wenn
0 wenn x € [5, L]

firx e R,t >0

0530

383/461
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1. Schritt@n er Variablen ETHziirich

~Ansatz: Wir suchen nach Lésungen der Form

L |
ThT
Te PDE elrj erhaltin (XL‘,T“:

| ?5(: DX” T|

fur alle x e R, t > 0. (5.1)

ariablm :k

Aus dieser Form geht hervegr, dass, wenn man zuerst x und dann t fixiert,

(5.1) ﬁleich einer Konstanten x sw
——

Dies bedeutet, dass die olgenden ODEs gelten miissen,

’T = nDT,, (5.2)

> X" = kX . (5.3)
384/461
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beide Seiten von Gleichu




1. Schritt: Separation der Variablen ETHziirich

)— - r
_ N ~F=o -':‘,)}\,?1 —
at Gleichung (5.3) nur eine periodische Lésung, @r) JL,

< 0 hat Glelchung (5. 3) die per|od|sche Lésung

X(X) A cos(wx) + Bsin(w .).;L..~ 270"

=—Wir erhalten die Perlode L genau dann, wenn

n € Np. X(14L):' X(

Dies bedeutet, dass alle L-periodis Losungen von\Gleichung (5.3)
gegeben sind durch

=S = %T" fiir

Xn(x) = Ap cos(wpx) + Bpsin(wyx) .

Y w(ox)- Lira) -
oo(L—"_‘:l‘(x—n_)) - A7 ( I-E—“a-fZ?\'*-)
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1. Schritt: Separation der Variablen

v j{ - %
T(@#)=DAT )| K= 00 <n
Auf dhnliche Weise erhalten wir die Lésungen fiir Gleichung (5.2) fiir

n € Np als 0%;1":»*‘]“ 'S M-., BkM

N
\

ETH:lirich

(9 (orir —) LosTi0=D K g+ C
DieEsungen der (PDE) in Abhangigkeit von (RB) sind also die
Funktionen

un(x, t) = Xn(x) Th(t) . = LN
= (A, cos(wnx) + By, sin(wnx))— =L

Wir nennen sie Fundamentallésungen.




2, Schritt:%@ ) . < ETHziirich
\__/

duw — J W
Wir bemerken, dass —D.{/"' D . Q—X:

fiir beliebige A, By, falls konvergent, 1st €in
unter der Bedingung (RB).

Ma-——(/&ut
Idee: Wir wihlen die Koeffizienten A,, B, so, dass (AB) erfiillt ist. Di
bedeutet

> 27n . /27n I
u(x,0) é@ios (TX> + Bpsin <TX> ::_10—(3/
FM MNev [;4,/1—\4, 387/461




2. Schritt: Superposition ETH:zlrich

Dies gilt aber nur, wenn A, B, die Fourierkoeffizienten von g sind:

1 [ngl
A = =, =0flrn>1, S Q“A’“\T -
2 ql),_

wenn n ungerade ist, _

=«
Bemerkung: Wi sehen, dass u(x, t) mit\t — oo gegen die stati

(d.h. zeitunabhangige) Losung von (PDE) und (RB) konverglertm@LKS ’0

|
MNo= 2
[Mlgﬂl ' 388/461
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A-priori ussagewpeﬁf] .
ﬁ = / ) _ oo i\ ETHziirich

J K
l .lAl).}L_-]:)—M.(J k)
Auch oltne—sine exglizite For nén wir e|n|ge Infor atlonen tiber die
Losung herleiten: X’H J h 4w \
) LN dos

> Integriert man die PDE bezugllch x von 0 bis L, so erhalt man

W, =" ) r 1 gf’a'xl(“k)l

~
WK 9 ,
Das bedeutet, dass\die Menge an Warmeenergie im Draht ijher die
Zeit konstant ist, h L
- X } -0

J ,ﬁa“, } /OL u(x, t) dx ist konstant, 0

was plausibél istda wir weder Energie hinzufiigen‘noch abfiihren.

389,461






1 /
A-priori Aussagen iiber die Lésung - M%r f; »:71 ETHzlirich

—

—_

partielle L
Integratlon
/ u; 2dx K
0

-

> len die PDE u Yind integriert dann beziiglich x von
NS

> Multipliziert man die PDE mit In u und integriert dann izugllch X

von 0 bis L, so erhilt V) W LAU\Af ‘L

d
T (ulnu—u)dx- utlnudx
partielle
L ,2
Inte ratlon u
ik —de
u

Das bedeutet, dass die Entrople monoton steigend in t ist.
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A-priori Aussagen iiber die Losung ETHziirich

\

> Betrachten Sie v(x, t) := u(x, t) —et, € > 0 und fixieren Sie ein
to > 0. Nehmen Sie an, dass v ein Maximum bei x5 annimmt,

to) = fo) .
v(xo, to) max, v(x, to)

’ b o

Das bedeutet, dass
0 > vix(x0, to) = txx(X0, to) = (X0, to) = vi(xo0, to) + €
und somit —e > v;(xo, tp). Da die Funktion v stetig ist, gilt
€
) > ve(x, t)

in einer Umgebung von (xp, tp). Insbesondere gilt fiir t < tp, die
geniigend nahe an ty liegen,

a t) > t) > top) = ma to) .
Xrg[oi] v(x,t) > v(xo, t) > v(xo, to) Xrg[oﬁ] v(x, to)

Da wir ein beliebiges ty gewahlt haben, folgern wir, dass /
max,e(o,1] V(X, t) streng monoton fallend in t ist.

L—_——\__..———"
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A-priori Aussagen iiber die Losung ETHziirich

Im Limes ¢ \, 0 erhalten wir { {' “"""' ('\-( 'l/j? > u"f{*'(“" -lb

ist monoton fallend int.

‘—M

€s Maximumprinzips der Warmeleitgleichung.

t
e

Dies ist ein Spezialfall

v
Verwenden wi@so erhalten wir das entsprechende Minimumprinzip,

ist monoton steigend i

Das Maximumprinzip besagt, dass sich die Warme in diesem Beispiel nicht
lokal ansammeln kann (ohne Warmezufuhr). Ebenso ist nach dem
Minimumprinzip eine lokale Abkiihlung nicht moglich.

Dies steht im Gegensatz zu Wellenphdnomenen, bei denen lokale Extrema
aufgrund von Interferenzen méglich sind. Dieser Effekt wird zum Beispiel
bei der Stosswellenlithotripsie (Zertriimmerung von Nierensteinen)

ausgenutzt.
392/461
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Laplace-Gleichung ETHzirich

(25, 20— m()\)-.)gﬂa)

Eine stationdre Losung der Warmeleitgleichung erfiillt die

Laplace-Gleichung,

> Da Au = divVu gilt, ist eine Losung u das Potential des
divergenzfreien Vektorfeldes Vu.

> Elektrostatische Felder und Gravitationsfelder sind von diesem Typ.

> Losungen der Laplace-Gleichung werden harmonische Funktionen

genannt.
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Laplace-Gleichung: Warmeleitgleichung auf einer Scheibe Tl 7irich

LA e

Als Beispiel soll die stationdre Lésung d «=g auf einer
offenen Kreisscheibe B,,(0) C R? mit Radius ro > 0 und Mittelpunkt im

Ursprung hergeleitet werden.

Zu diesem Zweck verwenden wir Polarkoordinaten. Man kann zeigen, dass
die Laplace Gleichung in Polarkoordinaten folgende Form annimmt

(Ubung):
“(3y) = 2
%A w_r 9B P .
v\( r ‘f )ﬁ%ﬂl*() B r

ur,—l—%u,—{—rlzu(p(pzo in B, (0) !

ulro, ) = &(p) auf 9B (0)

B, 0= Gy g 230
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M%lw Nh="

The Laplacian in polar coordinates

There are many ways to derive the proper formula for the Laplacian in polar coordinates, but here’s one. You might
try this yourself and only refer to this computation if you get lost. Anyhow, it’s good to sit down and compute this

at least once in your life. 3

We will start with

’2 Below we will let u be any function of two variables, with at least two derivatives. Then \/

cu. ”’Q S e MO

D K Taking on

e mbre derivative, we have (
Pu 07 g0u o ,00 ( 1(9)\‘(7\\\3>\_—H*\L,\)
%2 B -0s o S 5
%udzx  O%*u Oy ) 8%u 0z O*udy
= Mo *amoyor " ody or * 0y or
8%u o%u 8%u
= cos’ 96—+2q1n900q98 5y + sin? 9% D 2
Similarly, —\ (

Ou

_*TSinﬂ%—krmsf)g—Z. D(- 9)4, Tl -

Taking one more derivative, we see

0%u _ 0 s 98 + o 9871,]
a2~ sl Moz By
ou ou 0%udx  0%u Oy 0%u Ox  O%u Oy
= rcosf  rsinglt e Yy 4 cosd 9 Tudy
reosfo —rsinba+rl-sind(o s 56+ asas 06 T 5ray 56 T 952 96
2,, 2 2 2
= frcosf)% - rsinf)g—z + 7[—sinf(— rqu)g +r(’0q968 61 )+ cosf(— rsinf)aax—(;; +rcos9%)]
2 2
= frcoqf)%frq1nf)g—y+r [sin 92772(’0#)91198(181; 29%]
2 2
= —rg—r +r [q1n29% - 2c0s9sinf)aaxgy 29%]
Now we’re ready to put everything together:
u 1 0%u 0u 0’u 2 0’u  10u 2 0%u 0%u 0%u
W-i_ﬁw = cos t9a—+2cos9s1nt9a = GW_FE"_ 987—2c039s1n98mau+00s Gw
0%u 0*u  10u

= (cos® 6 + sin’ 9)87+(cos 6 + sin® 9)81/ -3
o 10w
0x2  Oy2 rOr’

which we can rearrange to read

R N 10u 4 10%u 0% 4 R A
—_— - _—— = — — = Au.
or2  ror r2062 ox?  Oy?



1. Schritt: Separation der Variablen ETHziirich

&nsatz: Wir wahlen u(r, p) = f(r)g(m ‘\]9‘\' ‘ 9\ \ {\( )
)

> Setzt man dies in die PDE ein, erhalt man

l?g+%f’g+;1§fg:0,

Funktion von ¢ ist, miissen beide gleich einer Konstante w? sel
Vorzeichen dieser Konstante haben wir bereits festgelegt.

> Wir missen also zwei ODEs |6sen,

und
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1. Schritt: Separation der Variablen /1/’_‘_ HL[\-;Q ETHziirich

> Die Lésungen der ersten ODE sind >o "r u =0
g(p) = Acos(wy) + Bsin(wy) .

Da wir nach@periodischen Losungen suchen, bendtigen wir
w = wp := n € Ny, also

< —
51(7) = Ancos(ng) + Bysin(ng) )

> Die zweite ODE r2f + rfl — nf, = Ovist eine |[Euler'sche Gleichung:
Wir kénnen sie mit dem Ansatz if(r) = r® 16sen.
Setzt man dies in die ODE ein, erhilt man a(a — 1) +a — n? =0,
also oo = £n. Da wir keine Singularitdten (bei r = 0) haben wollen,

kénnen wir nur o« = n wahlen. Daher ist fip(r) = r".

> Schliesslich kommen wir zu den Ldsungen,

un(r,p) = fa(r)gn(e) = r"(Ancos(np) + Bsin(ng)), n € Ny.

396,461






2. Schritt: Superposition ETH:zlrich

Da die PDE linear und homogen ist, ist die folgende Reihe ebenfalls eine
Losung (falls konvergent),

=(AoH- Z (An cos(ny) + Bpsin(ny)) .

Wie zuvor wollen wir die Koeffizienten A, und B, so wihlen, dass die
Randbedingungen erfiillt sind, d h.,

u(ro, ) @ Z (An cos(np) + .sm (np)) @
AN

+ Z@cos(mp |n (ny))
n=1

wobei in der zweiten Zeile die Fourierreihe von £ steht (angenommen sie
konvergiert). Der Koeffizientenvergleich ergibt

ag an bn
AOZ*a An:77 BHZT
2 ry r
397/461



2. Schritt: Superposition ETH:zlrich

Die Losung ist also gegeben durch

u(r, @) = ? + Z :0:(3,, cos(ny) + by sin(ng)) . (5.4)

Beispiel 5.9. Wenn wir die Temperatur an der Grenzfliche wie folgt
wahlen

1 wenn0< <
0 wennw<p<2m

1 2 & .
U(MP)ZEJF; Z 75'"(”<P)~

n=1
n ungerade
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2. Schritt: Superposition ETH:zlrich

Abbildung 5.1: Die Temperatur der Scheibe wird durch dieses Diagramm
veranschaulicht. Rot steht fiir warme, blau fiir kalte Bereiche.
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2. Schritt: Superposition ETH:zlrich

Wenn wir mit Gleichung (5.4) fortfahren, setzen wir die expliziten
Fourier-Koeffizienten von £ ein und erhalten

<0 + Z (ancos(ny) + by sin(ny)) R~

g(t)d@(;)" 17 =

it < ZW &(t) cos(nt)dt COS/V
0 T\Jo

142 Z(cos(nt) cos(ny)) + sin(nt) sin(ny)) (é) n] dt
e

n=1

1 2w

=2/, &(t)

Nach dem Additionstheorem fiir den Kosinus kdnnen wir die Terme in blau
vereinfachen zu

cos(nt) cos(ny)) + sin(nt) sin(np) = cos(n(t — ¢)) ="Re (e"(f—w))"'
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2. Schritt: Superposition ETH:zlrich

Die Terme in den eckigen Klammern definieren eine geometrische Reihe
und kdnnen vereinfacht werden als

] =Re <1+2i f

n=1

=Re|l1+2=—=
()
)

.
ro 4 re’(t=%) r5—r

ro— rei(t=¢) 2 —

2rrgcos(t — @) + 12

Setzt man dies wieder in die eckigen Klammern ein, erhdlt man

r2

1 [ ro2 —
p) = — t dt.
? u(r, ) 2 Jo & )rg —2rrgcos(t — ) + ¢
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Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen ETHziirich

L

Fir r = 0 erhalten wir die Spezialform

Wir formulieren dieses Ergebnis als Satz:

Satz 5.10. (Mittelwerteigenschaft) Sei Q eine offene Teilmenge von R? 7f_
und sei v : Q — R eine harmonische Funktion, d.h. u erfiille die
Laplace-Gleichung Au = 0. Sei B,(x) eine offene Kreisscheibe mit
Mittelpunkt x und Radius r, sodass ihr Abschluss vollstandig in Q

enthalten ist. Der Wert u(x) von u im Zentrum der Kreisscheibe ist gleich
dem Mittelwert von u auf dem Rand der Kreisscheibe 0B, (x).

Bemerkung: Die Mittelwerteigenschaft gilt in jeder Dimension.
— o
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Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen ETHziirich

Aus der Mittelwerteigenschaft l3sst sich Folgendes ableiten:

Korollar 5.11. (Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen) Nimmt
eine harmonische Funktion u ein Maximum in_ei i Runkt x

ibreszusemamenhangenden Definitionsbereichs € an, fann ist u konstant:
Beweis (indirekt). Nehmen Sie an M := u(xg) > u(x) ME Q. Wir

verbinden xp und x durch einen Pfad ~y. Sei x; der letzte Punkt auf ~, an
dem u den Wert M annimmt. Wir wahlen r > 0 so, dass B,(x1) C Q.
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Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen ETHziirich

Also ist u < M auf 9B,(x1) und insbesondere ist u < M in einer
Umgebung des Punktes, an dem v den Kreis 0B, (x1) schneidet. Nach
unserer Annahme gilt M = u(x;), aber die Mittelwerteigenschaft besagt
nun, dass u(x1) < M gelten muss. Widerspruch. Also u(xp) % u(x). Da xp
ein beliebiger innerer Punkt war, muss u auf  konstant sein. O

Bemerkung. Das Maximumprinzip gilt auch in jeder Dimension. Wir

erhalten das entsprechende Minimumprinzip, indem wir die Funktion —u
betrachten.

Interpretation: Eine stationdre Temperaturverteilung erreicht ihr
Maximum immer auf dem Rand.

404/461



M !

0 N;ziw\ aa-)-»"q,l 40{
Mmr{,i

d Kot | Forv e P’“.”‘:"‘)




Ny de L;SMSWVH\”L‘ Aoy ”
* S \g
@ Ma )=

Mll«tle = ula,k)
W: . - Xon. 7 (10

< &R







@ w( 2007) @
N N Mo I~ 8‘3/(1\( lzooy L\.\,A-(/

3";1‘__21."_1 =0
(¢ T U=
9\\_'\/ . —

PPV (I (L7

() e

00— =2 sy




" o -

Awn=o

M ML
L

-

L

=N
~ vens
) b

e



Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktionen ETHziirich

Also ist u < M auf 9B,(x1) und insbesondere ist u < M in einer
Umgebung des Punktes, an dem v den Kreis 0B, (x1) schneidet. Nach
unserer Annahme gilt M = u(x;), aber die Mittelwerteigenschaft besagt
nun, dass u(x1) < M gelten muss. Widerspruch. Also u(xp) % u(x). Da xp
ein beliebiger innerer Punkt war, muss u auf  konstant sein. O

Bemerkung. Das Maximumprinzip gilt auch in jeder Dimension. Wir
erhalten das entsprechende Minimumprinzip, indem wir die Funktion —u
betrachten.

Interpretation: Eine stationdre Temperaturverteilung erreicht ihr
Maximum immer auf dem Rand.
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