D-HEST
Priifung Mathematik III, Winter 2016
Prof. Dr. E. W. Farkas

Viel Erfolg!

1. Laplace-Transformation

Im Folgenden bezeichne:

und endlich ist.
hre R

— ug/\_lulma)\w@(ﬂjf\b f(t)

wobei o(u) = 1 fiir u > 0 und o@) = 0 fiir u < 0. — 2 /

) o
b) Bestimmen Sie unter Verwendung des Faltungssatzesyie Originalfunktion g
Zu:

S (rgom we fg”%%w N

das heisst, bestimmen Sie die Funktion A(t) mit L{h}(s) = = —

s _g (c- @
c) Fiir gegebene A, B € R seien die Funktionen x;(t), zo(t) Losungen des Differen-
tialgleichungssystems: F
l

X k o —
zu den Anfangsbedingungen| z1(0) = A, x9(0) = B,| wobei x/(t) = dx;(t)/dt fiir
t = 1,2 die Ableitung nach ¢ bezeichnet. —

T, = —z2(t)

eien F; = L{x;} fiir i = 1,2.\Bestimmen Sie F} in Abhéngigkeit von s, A
u

e Bestimmen Sie durch Riicktransformation die Funktion x4 ().
Hinweis: Machen Sie eine Partialbruchzerlegung.

Bitte wenden!



2. Fourier Reihen

Die Funktion g(x) auf dem Intervall z € [—1, 1] sei gegeben als: \/b

() 2r+12 —-1<zx<0
.’L' =
I 2r—22 0<zx<l

und die Funktion h(z) auf dem selben Intervall als:

h(z) =

—2xr—122 —-1<zx<0
2r—22 0<zx<l.

Weiter ist die reelle Fourier-Reihe einer Funktion f(z):

f(z) = % +Y " ancos(na) + Y bysin(na) \} ] J\ L ,

mit ag, @, by € R. | M( - n\ =N KQ

a) Zeigen Sie, dass die Funktion| g ungerad®, und dielFunktion h geradg ist.

b) Was kénnen Sie jeweils iiber die zienten a,,, b, der reellen Fourier-Reihen
. . . . 9
einer geraden beziehungsweise ungeraden Funﬁ%auss_agen.

—_—

c) Berechnen Sie die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihen beider Funktionen.
e

Die komplexe Darstellung der Fourier-Reihe einer Funktion f(x) schreibt sich:

f(l’) _ Z C 6inw:c

n=—oo

mit ¢, € C.

d) Bestimmen Sie im Folgenden die Koeffizienten ¢, der komplexen Fourier Reihen
von g und h.

Siehe nichstes Blatt!



3. Kompartiment-Modell

Gegeben seien die drei Teile K7, Ky und K3, welche zu einem Kompartiment-Modell
gehoren:

Die Substanz in den einzelnen Teilen wird tiber die Zeit durch die Funktionen v (¢), T

y2(t) und ys(t) beschrieben. )
- 6 MR

a) Stellen Sie die Differentialgleichungen fiir die drei Funktionen y;, y2 und y3 auf.

b) Das System lésst sich in Matrixform y’ = Ay + g schreiben. Finden Sie die 3 x 3

Matrix A sowie den Vektor g. Es sei y := [y1,y2,ys]” .

Die Parameter haben folgende Werte: by; = 2, b = 2, mit Zufluss ¢ = 3 und
Abfluss ¢ = 3. Wir betrachten nun den Fall b3 = 0 und b3 = 0 wobei sich das
Modell vereinfachen lésst.

c) Zeichnen Sie das simplere Kompartiment-Modell und beschriften Sie die Pfeile.
Achten Sie auch auf die korrekte Pfeilrichtung. Formulieren Sie anschliessend
das System von zwei Differentialgleichungen z’ = Cz + h, welches dieses Modell
beschreibt. C ist eine 2 x 2 Matrix und z := [21, 2]7.

d) Berechnen Sie die Eigenwerte Ay, Ay und Eigenvektoren vy und v, der Matrix C.

e) Berechnen Sie die Losung z(t) des Differentialgleichungssystems fiir ¢ > 0 zum
Anfangswert z(0) = [0,0]7. Nutzen Sie die Diagonalisierung der Matrix C um
das System in zwei skalare Differentialgleichungen zu entkoppeln.

Bitte wenden!



4. Partielle Differentialgleichung

Wir betrachten einen offenen Draht mit Temperaturleitungsfihigkeit D > 0 und
Lange 1 und suchen Lésungen der Warmeleitungsgleichung:

ou u .
E_D@ firalle 0 <z <1, t>0 (1)

zu den Randbedingungen:

ou ou .
5,00 =5~ (L) =0 firalle > 0. (2)

a) Bestimmen Sie alle Losungen von der Form u(x,t) = X (2)T'(t) der Wérmelei-
tungsgleichung (1) mit den Randbedingungen (2).

b) Die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei gegeben durch u(z,0) = z fiir alle
0 < z < 1. Bestimmen Sie fiir diese Anfangswerte durch_Superposition der
gefundenen Losungen aus a) die Losung zur Wérmeleitungsgleichung (1) mit
den Randbedingungen (2).

c) Zeigen Sie: fol u(x,t)dr ist konstant fiir alle ¢ > 0, das heisst, die Warme im
Draht bleibt zeitlich konstant.
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D-HEST
Losungen zur Prijfun%()l\l/lélthematik III, Winter
Prof. Dr. E. W. Farkas

Bitte wenden!



1. Laplace-Transformation

Im Folgenden bezeichne:

C{f}(s) = / et ()t

0

die Laplace-Transformierte einer gegebenen Funktion f, sofern das Integral existiert
und endlich ist.

a)

b)

Wie lautet die Laplace-Transformation von:
f(t)=0c(t—1)cos(t —1) +¢

wobei o(u) =1 fiir w > 0 und o(u) = 0 fiir u < 0.

Loésung:
Die Laplace-Transformation von cos(t) lautet -%5. Da die Funktion um 1 nach
rechts verschoben wird, kommt ein Faktor e~ hinzu. Die Laplace-Transformation
von ¢’ lautet ﬁ Wegen der Linearitédt der Laplace-Transformation erhalten wir
also:

e ’s 1

L{f} = L{o(t —1)cos(t — 1)} + L{c'} = e + T

Bestimmen Sie unter Verwendung des Faltungssatzes die Originalfunktion h(t)
ZU:

1
s(s —a)?’

das heisst, bestimmen Sie die Funktion A(t) mit L{h}(s) = s(sl

—a)2"

mit a € R,

Losung:

Die Originalfunktionen zu % und ﬁ lauten 1 und te®. Es gilt also:
1 te® 1 .. te e —1

¢ t
1
h(t) = 1xte™ = | ue™du = u=-e™|)— | —e™ = ——e™, = —
0 0
0 a 0

a a a2 a a?

Fiir gegebene A, B € R seien die Funktionen z;(t), x2(t) Losungen des Differen-
tialgleichungssystems:

Tp = —a(t)

zhy = —x1(t)

zu den Anfangsbedingungen z,(0) = A, x5(0) = B, wobei z(t) = dx;(t)/dt fur
t = 1,2 die Ableitung nach ¢ bezeichnet.

Siehe nichstes Blatt!



e Seien F; = L{z;} fiir i = 1,2. Bestimmen Sie F} in Abhéngigkeit von s, A
und B.
e Bestimmen Sie durch Riicktransformation die Funktion x4 (t).

Hinweis: Machen Sie eine Partialbruchzerlegung.

Lo6sung:
Durch Laplace-Transformation und beniitzen des Ableitungssatzes erhalten wir:

SFl—A = —F2
SFQ—B = —Fl.

Auflésen der zweiten Gleichung nach F, und einsetzen in die erste Gleichung
ergibt:

Fi—B
8F1 — A= ! .
s
Auflésen nach F} ergibt:
sA— B
Fl - 52 — 1 .
Die Nullstellen des Nenners sind 1 und —1. Wir machen daher den Ansatz:
sA— B B C D

= -
S E S

fiir die Partialbruchzerlegung. Durch Multiplikation mit s> — 1 erhalten wir:
sA—B=C(s+1)+ D(s—1).

Koeffizientenvergleich ergibt:

A= C+D
-B = C-D
Es folgt:
A-B A+ B
C = und D = i .
2 2
Die Riicktransformationen von s—% und 54+1 sind e’ und e~*. Die Losung lautet
alsor A-B, A+B
ri(t) = 5 e’ + 5 e .

Bitte wenden!



2. Fourier Reihen

Die Funktion g(z) auf dem Intervall z € [—1, 1] sei gegeben als:

- -
o(z) = {2x+x @ ‘ﬁ@—\\

20— _0<z<l1 Bl

—2r—22 —-1<x<0
2x — x° 0<z<l.

Weiter ist die reelle Fourier-Reihe einer Funktion f(z):

= % + Z a, cos(nz) + Z by, sin(nz)
n=1 n=1

mit ag, a,, b, € R.

a) Zeigen Sie, dass die Funktion g ungerade und die Funktion h gerade ist.
Losung;: /"/b[”)(é\*\

(4 Punkte: 2 pro Funktion)
Damit die Funktion Tunktion g ungerade is ungerade ist,\muss g(—z) = —g(z) gelten |

dann ist:
= —2a+ a?
) Q . ~ —a D
gla) L__a_j;_a_,,J ~———

und fir —1 S\’a < 0 ist ebenso:

1@ =L

—g(a) = “2a F a*.
e T
Die Funktion h sei gerade, es muss also h(—z) = h(z) gelten. Sei 0 < ¢-< 1,
dann ist: /ﬁ\r
h(—a) = 2a — a*
h(a) = 2a — a® | /(__,& é@

und fir —1 < a < O\ist:

> -4

Siehe nichstes Blatt!



Losung:

(2 Punkte: 1 pro Funktion)

DiEFHHkLOH g it ungheads) dic Beihe enthiltQur Ingerade Reihenglieder) also
gilt ag = 0, a, = 0 und b, # 0. Die Funktion A ist gerade, die Reihe enthélt nur
gerade Reihenglieder, also gilt genau umgekehrt ag # 0, a,, # 0 und b, = 0.

c) Berechnen Sie die Koeffizienten der reellen Fourier-Reihen beider Funktiones:

Losung: E 1 /\j = TT: rs
(6 Punkte: 2 pro b9, al, a”) )

Die Periode beider Funktlonen ist gleich der Intervalllinge, nd somit

w = 2m

T

Fir wn WwIr nur: { E
g A
/ g ) sin(nwzx)dz ‘ ﬁ
)
g ) sin(nwx)dzx | ) _ Qﬂ)ﬂm

thu ﬂlw
N\

1 |
>S‘Ld\ = 2/ (22 — 2?) sin(nwx)dx ;' o "\3\

o 1 / | /
5, ( = / x sin(nwz)dr — 2/ 2% sin(nwx)da \“ﬂ WW .

0 o
\Om M _ A=) N 2(=1)" (7°n* —2) +4 -—

™m mn3

4 —2(=1)"(m*n? + 2)
- 7T3n3

Bitte wenden!




und a,,:

/h cos(nwx)dx

’ﬂl»h 'ﬂlw

=

/ h(z) cos(nwz)dx

(22 — 2?) cos(nwx)dx

I
N

0

1
/ x cos(nwz) x—?/ 2% cos(nwz)dx
0

A((=D"=1) 41"

7r2n2 m2n2

7Tn2
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Abbildung 1: Naherungen mit n = 20, 40, 60, 80, 100 Reihengliedern.

Die komplexe Darstellung der Fourier-Reihe einer Funktion f(x) schreibt sich:

LN
S

mit ¢, € C. ‘}T

d) Bestimmen Sie im Folgenden die Koeffizienten ¢, der komplexen Fourier Reihen

von g und h.

Siehe nichstes Blatt!



-1.0 -0.5 0.5 1.0

Abbildung 2: Naherungen mit n = 2,4, 6, 8, 10 Reihengliedern.

Lésung: Lma L (
(3 Punkte: 1/2 pro c¢_,, ¢, ¢, je Funktion) Q - LI)\™ y)4 L ’RJ/
Die Umrechnungsregeln sind: -

- (W

S PN

- m(m)(}f NS
o

Q
=
|
S
S)

|
.
=

o
s
I

(an

NN~ DN~

Fiir die Funktion g finden wir:

Co = 0
i A=) (122 4 2) — 20
cn=—=b, =
2 min3
i —i(=1)" (7°n? +2) + 2i
c_, = =b, =
2 min3

und fiir die Funktion A ergibt sich:

2
Cop = g
1 2
Cp = =Qp = —
2 m2n?2
1 2
C_p = E(Ln = —ﬂ_2n2 .

Die Koeffizienten von ¢ sind rein imaginér und die Koeffizienten von h rein reell.

Bitte wenden!



3. Kompartiment-Modell

Gegeben seien die drei Teile K, K5 und K3, welche zu einem Kompartiment-Modell
gehoren:

Die Substanz in den einzeln
und ys(t) beschrieben.

a) Stellen Sie die

Losung:
(2 Punkte)
Die drei gekoppelten Differentialgleichungen lauten:

Matrix A sowie den Vektor g. Es sei y := [y1,y2, ys]” -

Loésung:
(2 Punkte)
Das Differentialgleichungssystem ist:
yi(t) —bay bi2 0 yi(t) a
y(t)=[va(t) | = | bar  —(biz+bsa+c) bay yo(t) | + 10
ys(t) 0 bs2 —baz| \ys(t) 0
fir t > 0.

Die Parameter haben folgende Werte: by =2, bis = 2, mit Zufluss ¢ = 3 und
Abfluss ¢ = 3. Wir betrachten nun den Fall|lbs5= 0 und bs3 = 0)wobei sich das
Modell vereinfachen lasst.

Siehe nichstes Blatt!



c) Zeichnen Sie das simplere Kompartiment-Modell und beschriften Sie die Pfeile.
Achten Sie auch auf die korrekte Pfeilrichtung. Formulieren Sie anschliessend
das System von zwei Differentialgleichungen z’ = Cz + h, welches dieses Modell

beschreibt. C ist eine 2 x 2 Matrix und z := [21, 2]7.

Losung:
(3 Punkte: 1 Zeichnung, 2 Gleichungssystem)
Das vereinfachte Modell hat folgende Gestalt und die zugehdrigen Differential-

1,
o= () =[& b ] (o) o

d) Berechnen Sie die Eigenwerte A1, A, und Eigenvektoren v; und v, der Matrix C.

Lo6sung:
(4 Punkte: 2 fiir Eigenwerte, 2 fiir Eigenvektoren)
Die Eigenwerte sind:

und die Eigenvektoren sind:

e) Berechnen Sie die Losung z(t) des Differentialgleichungssystems fiir ¢ > 0 zum
Anfangswert z(0) = [0,0]7. Nutzen Sie die Diagonalisierung der Matrix C um
das System in zwei skalare Differentialgleichungen zu entkoppeln.

Bitte wenden!



Losung:
(4 Punkte)
Es seien:

P=ln u =[5 ]

M 0 |6 0
S A
und die Diagonalisierung ist dann C = PAP~!. Wir entkoppeln damit das Sy-
stem:

und:

Z=Cz+h

2 =PAP 'z+h
P2 =AP 2 +P'h

u=Au+h

wobei 4 = P!z und erhalten zwei skalare Differentialgleichungen:

Ull = )\1U1 + iLl
UIQ = )\2u2 + ]~”L2 .

Die Losungen davon sind:

0= (1) - (1)

und wir bekommen mit z = Pu die Losungen:

e~ 12et N 5
10 5 2

Siehe nichstes Blatt!
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Abbildung 3: Losungen 21 (t) (rot) und 25(t) (blau).

4. Partielle Differentialgleichung

Wir betrachten einen offenen Draht mit Temperaturleitungsfahigkeit D > 0 und
Lénge 1 und suchen Losungen der Warmeleitungsgleichung:

ou Pu

E_D@ furalle0<x<1,t>0 (1)
zu den Randbedingungen:

%(O,t) = %(1,1&) =0 firallet>0. (2)

a) Bestimmen Sie alle Losungen von der Form u(x,t) = X (z)T'(t) der Wérmelei-
tungsgleichung (1) mit den Randbedingungen (2).

Loésung:
Aus der Vorlesung folgt, dass Basislosungen von der Form:

(Acos(wz) + Bsin(wz))e P
sind. Die Ableitung nach z ist:
w(—Asin(wz) 4+ B cos(wz))e P,

Wegen der Randbedingung (2) gilt B = 0 und w = nr fir ein n € {0,1,2,...}.
Die Losungen lauten also:

A cos(nrz)e P

Bitte wenden!



b) Die Temperatur zum Zeitpunkt ¢ = 0 sei gegeben durch u(z,0) = z fiir alle
0 < z < 1. Bestimmen Sie fiir diese Anfangswerte durch Superposition der
gefundenen Losungen aus a) die Losung zur Wirmeleitungsgleichung (1) mit

den Randbedingungen (2).

Losung:
Wir verwenden den Ansatz:

v(x,t) = Z A, cos(nmz)e PO,
n=1

(3)

Die Koeffizienten A, bestimmen wir so, dass die Anfangsbedingung wu(z,0) =
ug(z) erfiillt ist. Fiir ¢ = 0 ist (3) die Fourierreihe einer geraden Funktion. Wir
betrachten daher die gerade 2-periodische Fortsetzung @y von ug(z) = « fiir alle
0 <z < 1. Da @y und cos(nmx) gerade sind, gilt fiir die Fourierkoeffizienten:

1 1
A, = —/ to(x) cos(nmz)dr = 2/ x cos(nmz)dz.
0

-1

Mittels partieller Integration folgt:

2 1

9 1
A, = — (x sin(nmp)‘(l) — / Sin(ﬂﬂ'l’)dl’) = 5 COS(TL7T$)|0 =
0

nmw (nm)

Zudem ist Ag = 2 fol xdx = 1. Die Losung lautet also:

oo

1 4
u(z,t) = 5 Z () cos(nmz)e P,

n ungerade

{

0

4
(nm)?

n gerade

n ungerade.

Zeigen Sie: fol u(z,t)dz ist konstant fiir alle ¢ > 0, das heisst, die Wérme im

Draht bleibt zeitlich konstant.
Loésung:
Es gilt:

d 1

dt J,

1 1
— udr = / udr = / Digpdr = Dug|j = 0.
0 0
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