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1. Zeigen Sie, dass eine Folge (z,,)nen in RY d > 1, genau dann eine Cauchy-Folge
ist, falls fiir alle j = 1,...d, (mj(2,))nen eine reelle Cauchy-Folge ist. Hierbei
bezeichnet 7;(z,) die j-te Koordinate des n-ten Folgeglieds.

Folgern Sie aus dem entsprechenden Satz fiir reelle Cauchy-Folgen, dass eine Folge
in R? genau dann konvergiert, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Bemerkung: Insbesondere ist eine Folge (2, )nen in C eine Cauchy-Folge, genau dann wenn die

beiden reellen Folgen (Re(zy,))neny und (Im(zy,))neny Cauchy-Folgen in R sind.

2. Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte (falls sie existieren).

3 _ 2 )
(a) lim = :
xr—2 X —-2
3/,.2 1
(b) lim Y2

3. Seien D C R, z¢ € R ein Haufungspunkt von D und f;, g;: D — R Funktionen
mit

fi(z) = 0(g1(2)), falw) = o(ga(x)) (2 = wo)-

Beweisen Sie
fi(z) folx) = 0(91(3”)92(95)) (z — x0).

Bemerkung: zo € R ist definitionsgemiiss genau dann ein Hiufungspunkt von D, wenn Us(zg) N
D # & fiir jedes & > 0 gilt, wobei Uy (o) die punktierte 6-Umgebung von xg ist. Da wir diese
Umgebungen auch fiir 2o = 0o definiert haben (némlich als Us(co) = (%,00) und Us(—o0) =
(—oo7 —%)), erklirt dies auch, wann oo oder —oo ein Hiaufungspunkt von D ist. Ausformuliert
erhalten wir: oo ist genau dann ein Hiaufungspunkt von D, wenn D nicht nach oben beschrankt

ist, und —oo ist ein Haufungspunkt von D, wenn D nicht nach unten beschréankt ist.
4. Zeigen Sie, dass die Grenzwerte
(a) li ! + ! +---+ !
a) limn| =+ —5+ -+ —+
nooo \n?  (n+1)32 (2n —1)2 )’

np—1

(b) lim - (pgeN,g<p)



existieren und geben Sie Formeln fiir sie an (auch wenn wir diese Formeln zur Zeit
noch nicht berechnen kénnen).

. Seien a,b € R mit a < b. Wir definieren

b
1l = / £l da

fiir (reellwertige) Riemann-integrierbare Funktionen f € R([a,b]).

(a) Ist |||y eine Norm auf R([a,b])?

(b) Zeigen Sie, dass C([a,b]) mit ||-]|; ein normierter Vektorraum iiber R ist. Sie
diirfen dafiir Aussagen fritherer Ubungsaufgaben verwenden.

(c) Belegen Sie anhand eines Beispiels, dass es in C([a, b]) Cauchy-Folgen bzgl.
II-Il1 gibt, welche in C([a, b]) keinen Grenzwert bzgl. ||-||; besitzen.

Bemerkung: Teil ¢) besagt kiirzer ausgedriickt, dass C([a, b]) mit der Norm ||-||; nicht vollstéindig
ist. Spéiter im Studium werden Sie den Vektorraum L'([a,b]) kennenlernen, welcher C([a,b])

umfasst und mit der Norm ||-||; vollstéindig ist.

. Berechnen Sie fiir ¢ € (0,1) den Wert der Reihe

[e.9]

> (n+1)g,

n=0

und begriinden Sie Thre Rechnung formal.

Hinweis: Benutzen Sie, dass Y.~ ¢" = 1%(1 und quadrieren Sie beide Seiten.

. Multiple-Choice-Fragen (ohne Wertung im Bonussystem)

Bemerkung: Mehrere Antworten kénnen richtig sein!

(a) Sei f: R — R eine Funktion. Dann kénnen wir die Existenz von lim, . f(x)
(Grenzwert der Funktion f fiir + — oo) und lim, . f(n) (Grenzwert der
Folge (f(n)),) untersuchen. Welche der folgenden Aussagen gelten im Allge-
meinen?

i. Existiert lim, ., f(z), so existiert auch lim, ., f(n) und die beiden
Grenzwerte stimmen iiberein.

ii. Existiert lim, ,o, f(n), so existiert auch lim, , f(z) und die beiden
Grenzwerte stimmen tiiberein.

iii. Existiert lim, o f(n) und ist f stetig, so existiert auch lim, . f(z) und
die beiden Grenzwerte stimmen iiberein.

iv. Existiert lim,_,, f(n) und ist f monoton, so existiert auch lim, ., f(z)
und die beiden Grenzwerte stimmen iiberein.



(b) Seien D C R, xy € D ein Haufungspunkt von D und f: D — R eine Funktion.
In welchen der folgenden Félle folgt die Stetigkeit von f in xq?

1.
1i.

iii.

1v.

lim, ., f(x) existiert

xo ist links- und rechtsseitiger Haufungspunkt von D und f ist in z
links- und rechtsseitig stetig

o ist kein rechtsseitiger Haufungspunkt von D und es gilt lim, »,, f(z) =

f(xo)

(c) Seien a,b € R mit a < b. Ist das Folgende ein korrekter Beweis der Aussage,
dass jede Funktion f € C(]a,b]) beschrankt ist?

Angenommen f wdre nicht beschrinkt. Dann gibt es fiir jedes n € N ein x,, €
[a,b] mit |f(x,)| = n. Wihle eine konvergente Teilfolge (zy, )r von (x,), mit
Grenzwert xg € [a,b]. Es folgt | f(xo)| = limg—soo | f(Tn, )| = limg—soo np = 00,
ein Widerspruch.

1.

Ja.

ii. Nein.

(d) Was ist der Wert der Reihe

1.
11.
iii.

1v.

[e'S) _1)
;(23?
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