D-MATH, D-PHYS, D-CHAB Analysis | HS21
Prof. Manfred Einsiedler .
Serie 2

1. Finden Sie je ein Beispiel fiir eine Relation auf den natiirlichen Zahlen N, die von
den Eigenschaften einer Aquivalenzrelation
(a) nur die Symmetrie;
(b) nur die Transitivitét;

(c) die Reflexivitat und die Transitivitéit, aber nicht die Symmetrie
erfiillt.

2. Sei N = {1,2,3,...} die Menge der natiirlichen Zahlen. Welche der folgenden
Abbildungen sind surjektiv, welche sind injektiv? Begriinden Sie in ganzen Satzen
warum. In der Mathematik ist es wichtig, dem Leser zu helfen, den Losungsweg
einfach lesbar zu préasentieren. Wir geben ein Beispiel an:

Sei fi : N — N die Abbildung gegeben durch n — 2n — 1.

Losung. Die Abbildung f; ist injektiv: Seien n,m € N mit gleichem Bild unter
f1, also 2n — 1 = 2m — 1. Daraus folgt 2(n —m) = 0. Wir folgern, dass n —m = 0,
also n = m sein muss.

Die Abbildung f; ist nicht surjektiv: Die Zahl 2n ist immer eine gerade Zahl und
darum 2n — 1 immer eine ungerade Zahl. Darum liegt zum Beispiel die Zahl 2
nicht im Bild von f;. ([l

Untersuchen Sie nun die folgenden Funktionen auf Injektivitdt und Surjektivitét:
(a) fo: N —= N, wobein — [\/n], und |z| die grosste ganze Zahl < x bezeichnet.
(b) f3:Nx N — N, wobei (n,m) > 2" 1(2m — 1).
3. Seien XY, Z Mengen und f: X — Y sowie g: Y — Z Funktionen.
(a) Zeigen Sie, dass g surjektiv ist, falls g o f surjektiv ist.
(b) Zeigen Sie, dass f injektiv ist, falls g o f injektiv ist.

(c) Folgern Sie, dass f bijektiv ist, falls f eine Umkehrabbildung besitzt. (Genau-
er: Falls eine Abbildung h: Y — X existiert mit ho f =idx und foh =idy,
dann ist f bijektiv und es gilt h = f~1.)

4. Sei X eine nichtleere Menge. Wir betrachten die Abbildung
d: P(X) — {01}, A 14,

die einer Teilmenge A C X deren charakteristische Funktion 14 zuordnet. Zeigen
Sie auf die folgenden beiden Arten, dass ® bijektiv ist:
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(a) indem Sie direkt verifizieren, dass ® injektiv und surjektiv ist;
(b) unter Verwendung von Aufgabe 3 (c), indem Sie explizit eine Umkehrabbil-
dung angeben.
Folgern Sie, dass fiir jede Menge X die Mengen P(X) und {0,1}* gleichméichtig
sind.
Erinnerung: Mit Y X bezeichnen wir die Menge aller Abbildungen X — Y. Hier ist also speziell
{0,1}* die Menge aller Abbildungen X — {0, 1}.
5. (a) Sei X eine unendliche Menge. Zeigen Sie, dass es eine Injektion N — X gibt.
(b) Folgern Sie aus Teil (a), dass jede Menge X entweder endlich, abzdhlbar

unendlich, oder iiberabzéahlbar ist.

6. Wir betrachten die Menge P¢(N) := {Y € P(N) | |Y| < oo} aller endlichen
Teilmengen von N. Zeigen Sie, dass P¢(N) abzdhlbar unendlich ist. Sie diirfen die
eindeutige Binérdarstellung oder die eindeutige Primfaktorzerlegung natiirlicher
Zahlen verwenden.

7. Multiple-Choice-Fragen (ohne Wertung im Bonussystem)

Bemerkung: Mehrere Antworten kénnen richtig sein!

(a) Seien X,Y Mengen und A, A’ C X sowie B, B’ C Y Teilmengen. Sei weiters
* eine Mengenoperation. In welchen Fallen gilt

(AxA)x (B*B')=(Ax B)x (A" x B")?

1. x =0
i, *=U
. * =

iv. * = A, wobei die symmetrische Differenz C/AD zweier Mengen C, D C Z
per Definition aus genau den Elementen von Z besteht, die in genau einer
der Mengen C', D enthalten sind.

(b) Seien X,Y Mengen, f: X — Y eine Abbildung und A C X, B C Y Teilmen-
gen. Welche der folgenden Aussagen sind immer wahr?

i AC fH(f(A)

i. AD f7H(f(A))

iii. BC f(f~4B))

iv. B2 f(f1(B))

(c) Seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y sowie g: Y — Z Funktionen. Welche
der folgenden Schliisse gelten allgemein?

— —e

<

i. Wenn g o f surjektiv ist, dann ist f surjektiv.

2



ii. Wenn g o f injektiv ist, dann ist ¢ injektiv.

iii. Wenn f~1(f(A)) = A fiir jede Teilmenge A C X gilt, dann ist f injektiv.
iv. Wenn f(f~(B)) = B fiir jede Teilmenge B C Y gilt, dann ist f surjektiv.

(d) Seien A, B endliche Teilmengen einer Menge X. Welche der folgenden For-

meln sind richtig?

i. [AUB]| = |A|+ |B]

ii. |[AN B| =min{|A|,|B|}

iii. |A x B| =|A||B|

iv. |BA| = |B|I4, falls A, B # @



