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Serie 5
In dieser Serie erarbeiten wir ein weiteres Modell der hyperbolischen Ebene.
Aufgabe 1

Wir betrachten die obere Halbebene R2 := {z € C: Im(z) > 0} und die Trans-
formation
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(Somit ist f ¢ mal die sogenannte Cayley- Transformation z — (z —1i)/(z 4+ i).)
(1) Berechne f von —1,0,1, 00 und i.

(2) Finde eine explizite Formel fiir die Umkehrfunktion f~! und zeige somit,
dass f bijektiv ist.

(3) Zeige, dass f die obere Halbebene R% auf die Einheitsscheibe By = {z €
C: |z| < 1} abbildet.
Aufgabe 2

Wir definieren eine Metrik dy, auf Ri in dem wir das Langenelement
1
dsp, = hp, (2) dsg IZ;dS]E, z:x+iy€R3_,

angeben. Es stellt sich heraus, dass f aus Aufgabe 1 eine Isometrie vom me-
trischen Raum H, := (Ri’d]}h) zur hyperbolischen Ebene H = (B, dy) ist.
Somit sind sowohl H, als auch H Modelle der hyperbolischen Ebene.

Wir betrachten den Pfad «: [a,b] — Hy, ¢ — ti, wobei 0 < a < b.
(1) Berechne die Linge
Ly, (v) = / dsm,
des Pfades 7. '
(2) Zeige, dass der Pfad v eine minimierende Geodéte in H ist.
(3) Zeige, dass fiir 0 < a < b gilt
du, (ia,ib) = du(f(ia), f(ib))-

Also ist f mindestens auf v eine Isometrie.

Aufgabe 3

(1) Zeige, dass die Geodéten in H, genau die Halbgeraden und Halbkreise
sind, die senkrecht zur xz-Achse stehen.

(2) Welcher Geodéte in H entspricht der z-Achsenabschnitt in H?

(3) Fiir k € {—2,—1,0, 1,2} zeichne die Geodéten oy, = {k +ia € C: a > 0}
in H, und die entsprechenden Geodéten f(ay) in H.



