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Serie 2

Bemerkung: In dieser Serie meinen wir immer die Sphére S? mit Radius 1.

Aufgabe 1

In der Vorlesung haben wir gesehen, dass der Fliacheninhalt A eines sphérischen
Dreiecks mit Winkeln aq, ais, ag durch

A=o1+ay+as3—m
gegeben ist.

(1) Finde eine analoge Formel fiir ein sphérisches Viereck mit den Winkeln
Qag, A2, 3, Q4.

(2) Finde eine analoge Formel fiir die Fléche eines sphérischen n-Ecks mit
Winkeln ayq, ..., ay fiir n € {3,4,...}. Wir diirfen dabei ohne Beweis an-
nehmen, dass jedes n-Eck in Dreiecke unterteilt werden kann.

Losung:
Wir 16sen (2) und sommit ist (1) auch geldst:
Sei P das n-Eck mit Winkeln a4, ..., a, an den Eckpunkten vy,...,v,.

Wir unterteilen P in Dreiecke. Wir bemerken, dass es genau n — 2 Drei-
ecke hat, da fiir jede neue Ecke auch ein neues Dreieck hinzugefiigt wer-
den muss. Sei D die Menge dieser Dreiecke. Jedes Dreieck A € D be-
steht aus drei Eckpunkten, Via s Vs und Via wobei fiir die Indizes gilt
2,515 € {1,2,...,n}. Wir bezeichnen die Winkel an diesen Eckpunkten
mit aiAlA,asz, aiAsA und fiir i ¢ {iy,42,13} setzen wir o = 0. Fiir den totalen

Winkel an einem gegebenen Eckpunkt v; fiir ¢ € {1,2,...,n} haben wir also
Z OéiA = Q4.
AeD

Wir wissen, dass die Fliache des n-Ecks A,, gleich der Summe der Fliachen
der Dreiecke A fiir A € D ist. Fiir jedes Dreieck kennen wir die Formel
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aus der Vorlesung und somit bekommen wir die gesuchte Formel:

A, = ZAA: (Z a%—i—a%—i—a%—w)

A€D A€D

= <Z oziAlA +o¢iA2A +aiA§> —(n—=2)m
AED

= (Z ozlA+a2A—|—...—|—a$> —(n—=2)m
AED
n

(L xet) o
i=1 AeD

:Zai—(n—2)7r.

Aufgabe 2

Wir betrachten eine sphérische Version des Satzes von Pythagoras: Fiir ein recht-
winkliges Dreieck mit Seitenldngen a, b, ¢ (wobei der rechte Winkel gegeniiber ¢
liegt), gilt immer:

cos(c) = cos(a) cos(b).

(1) Beweise den sphérischen Satz von Pythagoras mit Hilfe der folgenden Ab-
bildung:

(2) Verwende die Taylor-Entwicklung

cos(a) =1— %aQ + O(a*)

um den Euklidischen Satz vom Pythagoras fiir kleine Léngen a,b,c an-
zunéhern.
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Abbildung 1: Einige Punkte, die in der Losung verwendet werden.

Losung:

(1) Zuerst bemerken wir, dass die in der Zeichnung dargestellte Situation
fiir alle rechtwinkligen Dreiecke zutrifft: Wir wéhlen die z-Achse, so
dass sie durch den Eckpunkt geht, wo der rechte Winkel ist, wir wahlen
die y-Achse, so dass a in der zy-Ebene liegt, und wir wahlen die z-
Achse, so dass b in der xz-Ebene liegt.

Wir geben einigen wichtigen Punkten Namen, wie in Abbildung 1
dargestellt. Wir bezeichnen die Strecke, die die Punkte P und @ ver-
bindet, sowie ihre Linge mit PQ.

Wir bemerken, dass OP, = cos(a), OP, = cos(b) und OP. = cos(c)
ist. Wir versuchen also die Lange O P, durch die anderen beiden aus-
zudriicken. Dazu verwenden wir wiederholt den Euklidischen Satz des
Pythagoras. Fiir £ = P, P, gilt £ = cos(b) — cos(a). Fiir t = P, A gilt

t? = 02 +sin(b)? = (cos(b) — cos(a))? 4 sin(b)?.
Fiir s = AB gilt

5% =12 +sin(a)? = (cos(b) — cos(a))? + sin(h)? + sin(a)?
= cos(b)? — 2 cos(b) cos(a) + cos(a)? + sin(b)? + sin(a)?
= 2 — 2cos(b) cos(a)
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wobei wir cos(a)? + sin(a)? = 1 fiir alle @ € R verwendet haben. Fiir
h = BP, gilt

5% = h? + (1 — cos(c))?,
was wir als
h? = 5% — (1 — cos(c))? = 2 — 2cos(b) cos(a) — (1 — cos(c))?

umschreiben kénnen. Wir wenden den Satz des Pythagoras noch ein
letztes mal an, um

12 = cos(c)? + h? = cos(c)? + 2 — 2 cos(b) cos(a) — (1 — cos(c))?
= cos(c)? +2 — 2cos(b) cos(a) — 1 + 2cos(c) — cos(c)?
=1 —2cos(b) cos(a) + 2 cos(c),
was adquivalent ist zu cos(a) cos(b) = cos(c).

(2) Wenn a, b, ¢ sehr klein werden, dann werden a*,b* und ¢* noch viel
kleiner. Also gilt anndherungsweise

1 1 1
cos(a) = 1 — 5(12, cos(b) =~ 1— §b2, cos(c) = 1 — 562,

was wir in den sphérischen Satz des Pythagoras einsetzen:

1 1 1
1— 22~ < — a2> (1 — b2>
2 2 2

_ Ly 1.5 14559
=1 50 2b + 1% b
Da auch a?b? fiir kleine a, b extrem klein ist, konnen wir den letzten

Term anndherungsweise vernachlissigen und bekommen

Falls man sich mit der O-Notation auskennt, kann man auch schreiben

a® 4+ % 4+ O(a* + b* 4 a®b?) = 2 + O(cY).

Aufgabe 3

Angenommen wir haben ein Seil der Lange ¢ > 0, das eine Scheibe berandet,
und mdchten, dass die Fliche auf beiden Seiten des Seiles moglichst gross ist.
Bekommen wir eine grossere Fliche in R? oder $2? Hiingt die Antwort von /
ab?

Tipp: Zeigen Sie, dass cos(arcsin(z)) = v/1 — x2.
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Losung:

Im Euklidischen Fall wissen wir, dass fiir eine Scheibe mit Radius r gilt:
0 = Cga2(r) = 277 und Ag:(r) = 7r%. Wir bekommen

2 2
ARz(f) =T (;T) == %

Im sphérischen Fall, wissen wir aus der Vorlesung, dass der Umfang
Cs2(r) einer sphérischen Scheibe mit Radius r durch Cg2(r) = 2msin(r)
gegeben ist (wobei r € (0,7]). Der Flicheninhalt Ag2(r) so einer Scheibe
ist durch Agz(r) = 2w (1 — cos(r)) gegeben. Wenn wir £ = Cgz(r) setzen,
kénnen wir eine Formel fiir die Fldche bekommen, die von ¢ abhéngt

Asz(é)—27r<1—cos<arcsin<2i)>)—277 1- 1—<2€T)2 :

wobei wir den Tipp cos(arcsin(x)) = /1 — 22 verwendet haben. Bemerke,
dass ¢ < 27 und die Formel deshalb Sinn ergibt. Wir beweisen zuerst diese
Formel. Sie ist dquivalent zu

cos(arcsin(z))? = 1 — 2® = cos(arcsin(x))? + sin(arcsin(z))? — 22

wobei wir verwendet haben, dass cos(t)? + sin(¢)? = 1 fiir alle t € R, also

insbesondere auch ¢ = arcsin(z). Wir kénnen die Formel weiter vereinfachen

und bekommen die Gleichung 0 = 0, was heisst, dass die Formel stimmt.
Wir méchten nun wissen, fiir welche ¢ € (0,27] gilt Ag2(¢) > A2 (¥).

Wir haben
/ \? ?
7\ 2
1-(z) -
T
2
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2\?
0< (&T)
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was bedeutet, dass fiir jeden Umfang ¢ die Euklidische Flache kleiner ist als
die spharische Flache.




