
D-MATH Algebra I HS 2021
PD Dr. Lorenz Halbeisen

Serie 4
HAUSDORFF PARADOXON, CAYLEY-GRAPHEN, HOMOMORPHISMEN

28. Wie in der Vorlesung definieren wir

ϕ :“

¨

˝

´1 0 0
0 ´1 0
0 0 1

˛

‚, ψ :“
1

4

¨

˝

´2 ´
?
6
?
6

?
6 1 3

´
?
6 3 1

˛

‚.

Zeige:

(a) Für jede ganze Zahl n ě 1 und alle εk “ ˘1 für 1 ď k ď n gilt

pϕψεn ¨ ¨ ¨ϕψε1q “
1

2n`1

¨

˝

a1 a2
?
6 a3

?
6

b1
?
6 b2 b3

b11
?
6 b12 b13

˛

‚,

wobei a1, a2, . . . , b13 ganze Zahlen sind, die folgende Bedingungen erfüllen:

• a1 ” 2 mod 4

• a2, a3, b1, . . . , b
1
3 sind ungerade

• b1 ” b11, b2 ” b12, b3 ” b13 mod 4

(b) Für jede ganze Zahl n ě 1 und alle εk “ ˘1 für 1 ď k ď n, sowie ε0 P t0, 1u und
εn`1 P t0, 1,´1u gilt

ψεn`1pϕψεn ¨ ¨ ¨ϕψε1qϕε0 ‰ ι,

wobei ι die Identitätsmatrix ist.

29. Stelle den Cayley-Graph vonD4 dar bezüglich der zwei Erzeuger σ und ρ, wobei σ Ordnung
2 und ρ Ordnung 4 besitzt und es gilt σρσ “ ρ3.

30. Betrachte einen Würfel mit den vier Raumdiagonalen x1, x2, x3, x4. Stelle den Cayley-Graph
seiner Symmetriegruppe S4 dar bezüglich den zwei Erzeugern ρ und σ, wobei ρ die 120˝-
Drehung um die Achse x1 ist und σ die 180˝-Drehung ist, die x1 und x2 vertauscht und x3
und x4 je auf sich abbildet.
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31. Seien pG, ¨, 1Gq und pH, ¨, 1Hq zwei Gruppen und ϕ : G Ñ H ein Gruppenhomomorphis-
mus. Zeige:

(a) Es gilt ϕp1Gq “ 1H .

(b) Für jedes Element x P G gilt ϕpx´1q “ ϕpxq´1.

(c) Das Bild ϕpGq ist eine Untergruppe von H .

(d) Für jede Untergruppe M ď H ist das Urbild ϕ´1pMq eine Untergruppe von G.

32. Seien G,H zwei Gruppen und sei ϕ : G Ñ H ein Gruppenhomomorphismus. Stimmen
folgende Aussagen?

(a) Ist N EG, dann ist ϕpNqE ϕpGq.

(b) Ist N EG, dann ist ϕpNqEH .

(c) Ist N EH , dann ist ϕ´1pNqEG.

33. Zeige, dass die folgenden Abbildungen Gruppenhomomorphismen sind. Finde jeweils den
Kern und das Bild.

(a) Die Betragsfunktion: pC˚, ¨ q Ñ pR˚, ¨ q, z ÞÑ |z|.

(b) f : pR,`q Ñ pC˚, ¨ q, fpxq :“ eix.

(c) g : pR,`q Ñ GLp2,Rq, gptq :“

ˆ

coshptq sinhptq
sinhptq coshptq

˙

.
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