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Serie 5

ISOMORPHIESATZE, ENDLICH ERZEUGTE ABELSCHE GRUPPEN

Bezeichne fiir jede Gruppe I' mit Sub(I") die Menge aller Untergruppen von I'. Sei nun G
eine Gruppe und sei N < G ein Normalteiler. Zeige: Die Abbildung

(H e Sub(G) : N < H} — Sub(G/N), H — H/N

ist bijektiv.

Dritter Isomorphiesatz. Sei G eine Gruppe und seien /N, M Normalteiler von G mit M < N.
Dannist N/M < G/M undes gilt G/N = (G/M)/(N/M)

Beweise:

(a) Fir alle abelschen Gruppen (G, G’ und alle Untergruppen H < G und H' < G’ gilt
[GxG':HxH|=|G: H-[G": H].
(b) Fiir alle natiirlichen Zahlen m,n > 1 gilt
[Z/mZ.: n(Z/mZ)] = ggT(m,n).

() Sei G =7 x 7 x 7.J27, x 7./JAZ x 7.,/)127, x 7,/60Z. Bestimme [G : nG] fiir alle
2<n<T.

(a) Sein > 1 eine natiirliche Zahl. Bestimme Aut(Z/nZ).

(b) Finde Homomorphismen 1)1, ¢, ¥3: Aut(Z/127) — Aut(Z/157), sodass die Grup-
pen Aut(Z/12Z)/ ker(v;) fur i = 1,2, 3 paarweise nicht isomorph sind.

(a) Zeige, dass {(1,1)) < Z x Z nicht Produktform hat. Das heisst, es existieren keine
Untergruppen Hy, Hy < Zmit {(1,1)) = H,; x Hs.

(b) Zeige, dass jede endlich erzeugte Untergruppe von (Q, +) trivial oder unendlich zyk-
lisch ist. Insbesondere ist Q nicht endlich erzeugt.

(c) Sei G = (Q*,-). Zeige, dass der Index [G : G?] unendlich ist.



39. Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen.

40.

(a) Beweise folgende Variante von Korollar 5.5 bzw des Hauptsatzes iiber endlich erzeugte
abelsche Gruppen:

Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann existieren natiirliche Zahlen n, k
und paarweise verschiedene Primzahlen py, ..., p,, sodass fiir jedes 1 < 7 < n eine
positive natiirliche Zahl j; und positive natiirliche Zahlen oy, . . ., o, existieren, so-

dass gilt ‘
= (Hﬁ(]p?“> X Zk

=1 1=1
Bemerkung: Der Hauptsatz bzw. Korollar 5.5 darf im Beweis verwendet werden.
(b) Zeige: Diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
(c) Zeige: Die Zerlegung in Korollar 5.5 ist bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig.
(d) Bestimme, bis auf Isomorphie, alle abelschen Gruppen der Ordnung 72.

Seien G' und H additive abelsche Gruppen und seien ¢: G — H und ¢: H — G Homo-
morphismen mit den folgenden Eigenschaften:

(¢ 0 )[G] = 2G (d.h. das Bild von G unter ¢ o  ist 2G = {x + = : z € G});
. (wow)[H] =2H;

[ ]] ist endlich;
] ist endlich.

- |G

Dann gilt [G : 2G] < |G : Y[H]] - [H : ¢[G]], insbesondere ist [G : 2G] endlich.



