
D-MATH Algebra I HS 2021
PD Dr. Lorenz Halbeisen

Serie 5
ISOMORPHIESÄTZE, ENDLICH ERZEUGTE ABELSCHE GRUPPEN

34. Bezeichne für jede Gruppe Γ mit SubpΓq die Menge aller Untergruppen von Γ. Sei nun G
eine Gruppe und sei N EG ein Normalteiler. Zeige: Die Abbildung

tH P SubpGq : N ď Hu Ñ SubpG{Nq, H ÞÑ H{N

ist bijektiv.

35. Dritter Isomorphiesatz. Sei G eine Gruppe und seien N,M Normalteiler von G mit M EN .
Dann ist N{M EG{M und es gilt G{N – pG{Mq{pN{Mq

36. Beweise:

(a) Für alle abelschen Gruppen G,G1 und alle Untergruppen H ď G und H 1 ď G1 gilt

rGˆG1 : H ˆH 1
s “ rG : Hs ¨ rG1 : H 1

s.

(b) Für alle natürlichen Zahlen m,n ě 1 gilt

rZ{mZ : npZ{mZqs “ ggTpm,nq.

(c) Sei G “ Z ˆ Z ˆ Z{2Z ˆ Z{4Z ˆ Z{12Z ˆ Z{60Z. Bestimme rG : nGs für alle
2 ď n ď 7.

37. (a) Sei n ě 1 eine natürliche Zahl. Bestimme AutpZ{nZq.

(b) Finde Homomorphismen ψ1, ψ2, ψ3 : AutpZ{12Zq Ñ AutpZ{15Zq, sodass die Grup-
pen AutpZ{12Zq{ kerpψiq für i “ 1, 2, 3 paarweise nicht isomorph sind.

38. (a) Zeige, dass xp1, 1qy ď Z ˆ Z nicht Produktform hat. Das heisst, es existieren keine
Untergruppen H1, H2 ď Z mit xp1, 1qy “ H1 ˆH2.

(b) Zeige, dass jede endlich erzeugte Untergruppe von pQ,`q trivial oder unendlich zyk-
lisch ist. Insbesondere ist Q nicht endlich erzeugt.

(c) Sei G “ pQ˚, ¨q. Zeige, dass der Index rG : G2s unendlich ist.
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39. Hauptsatz über endlich erzeugte abelsche Gruppen.

(a) Beweise folgende Variante von Korollar 5.5 bzw des Hauptsatzes über endlich erzeugte
abelsche Gruppen:
Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann existieren natürliche Zahlen n, k
und paarweise verschiedene Primzahlen p1, . . . , pn, sodass für jedes 1 ď i ď n eine
positive natürliche Zahl ji und positive natürliche Zahlen αi1, . . . , αiji existieren, so-
dass gilt

G –

˜

n
ź

i“1

ji
ź

ι“1

Cpαiιi

¸

ˆ Zk .

Bemerkung: Der Hauptsatz bzw. Korollar 5.5 darf im Beweis verwendet werden.

(b) Zeige: Diese Zerlegung ist bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

(c) Zeige: Die Zerlegung in Korollar 5.5 ist bis auf Reihenfolge der Faktoren eindeutig.

(d) Bestimme, bis auf Isomorphie, alle abelschen Gruppen der Ordnung 72.

40. Seien G und H additive abelsche Gruppen und seien ϕ : G Ñ H und ψ : H Ñ G Homo-
morphismen mit den folgenden Eigenschaften:

• pψ ˝ ϕqrGs “ 2G (d.h. das Bild von G unter ψ ˝ ϕ ist 2G “ tx` x : x P Gu);

• pϕ ˝ ψqrHs “ 2H;

•
“

H : ϕrGs
‰

ist endlich;

•
“

G : ψrHs
‰

ist endlich.

Dann gilt rG : 2Gs ď
“

G : ψrHs
‰

¨
“

H : ϕrGs
‰

, insbesondere ist rG : 2Gs endlich.
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