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Serie 9

RINGE, IDEALE, EINHEITENGRUPPE

Sei R ein Ring und sei Mat(n, R) der Ring der n x n-Matrizen mit Koeffizienten in R mit
der iiblichen Addition und Multiplikation.
(a) Zeige: Ist a < R ein Ideal, so ist Mat(n, a) ein Ideal in Mat(n, R).

(b) Zeige: Jedes Ideal in Mat(n, R) ist von der Form Mat(n, a) fiir ein geeignetes Ideal
ac R.

(¢) Seia < Reinldeal in R.
Zeige:
Mat(n, R/a) =~ Mat(n, R)/ Mat(n,a).

Zeige: Ist [ ein endlicher Koper, so ist die multiplikative Einheitengruppe F* zyklisch.

Hinweis: Verwende den Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen und betrachte
die Nullstellen des Polynoms X" — 1 (fiir ein geeignetes n).

Zeige: 7,/mZ. ist genau dann ein Korper, wenn m prim ist.

(a) Zeige: Ist p : R — S ein Ringhomomorphismus und a < S ein Ideal, dann ist o~ '[a]
ein Ideal in R.

(b) Zeige: Ist ¢ : R — S ein surjektiver Ringhomomorphismus und a < R ein Ideal, dann
ist p[a] ein Ideal in S.

Beweise Theorem 10.7 wie folgt: Seien R, .S Ringe und ¢: R — S ein surjektiver Ringho-
momorphismus. Sei a € R ein Ideal mit ker(yp) < a. Definiere

¥: Rja— S/¢lal
r+a—p(r) + pla]
(a) Zeige, dass v wohldefiniert ist.
(b) Zeige, dass ¢ ein Ringhomomorphismus ist.

(c) Zeige, dass v surjektiv und injektiv ist.



