D-MAVT Lineare Algebra II FS 2022
Prof. Dr. N. Hungerbiihler

Losungen Serie 1

Entscheiden Sie bei den folgenden 9 Aufgaben, ob die angegebene Funktion f
linear ist oder nicht.

1. f:R2 = R3 (z,y)" = (v +y,22,0)"
(a) f ist linear
(b)  f ist nicht linear

Eine Abbildung f : V. — W zwischen zwei reellen Vektorrdumen V und W
heisst linear, falls fiir alle z,y € V und « € R gilt

o flz+y)=flx)+fy)
o flax) =af(x).
Fiir eine Abbildung der Form
f:R" > R™ v+ Av,

wobei A eine m x n-Matrix ist, sind diese Eigenschaften erfiillt. Diese erste
Abbildung und die dritte, vierte und fiinfte Abbildung sind von dieser Form fiir
die Matrizen

» (0), (1)

(el Ol

1
0f,
0

N O =
— O N

Daher sind diese Abbildungen linear.

2. f:R2 SR (2,y)" = (z+y,27,1)T
(a) f ist linear

(b)  f ist nicht linear

Jede lineare Abbildung muss Null auf Null abbilden. Also f(0y) = Oy fiir
ein Abbildung f: V — W (V, W seien Vektorrdume und Oy, Oy die jeweiligen
Nullvektoren). Denn Linearitét (siehe Aufgabe 1) bedingt u.a. f(0) = f(0+0) =
f(0) + f(0) und, nach Subtraktion von f(0), ergibt dies f(0) = 0. Fiir die
vorliegende Abbildung (und die sechste und achte Abbildung) ist dies nicht
erfiillt. Wir rechnen nach: f(0) = (0,0,1)T # 0 = (0,0,0)"; die Abbildung ist
also nicht linear.



N O =
= O N

3. f:R2 - R3, (;)H

(a) f ist linear

(b)  f ist nicht linear

Siehe Erklarung zur ersten Abbildung.
4. f:R=R, 2—0

(a) f ist linear

(b)  f ist nicht linear

Siehe Erklarung zur ersten Abbildung.
5. f: R — R, f die Identitét

(a) f ist linear

(b)  f ist nicht linear

Siehe Erklarung zur ersten Abbildung.
6. f:R—->R, z—1

(a) f ist linear

(b) f ist nicht linear

Falsch: f(0) = 1 # 0; siehe Erklarung zu Aufgabe 2.
7. f: C?*(R) —» R, h+— h"(0)

(a) f ist linear

(b)  f ist nicht linear

Die Linearitét folgt aus den Ableitungsregeln: Es gilt (¢ + k)" = ¢” + h” und
(ah)" = ah” fiir alle g, h € C?(R) und « € R.

8. f : R? =5 R?, f die Spiegelung an der Geraden y = z + 1
(a) f ist linear
(b)  f ist nicht linear

Falsch: f(0) = (—=1,1) " # 0; siche Erklirung zu Aufgabe 2.



9. f: R? » C®(R), (x,5)" ~ h, wobei h diejenige Linearkombination der
Funktionen sin und cos ist, deren Graph durch die Punkte (—1,2) und (1,y)
geht.

(a) f ist linear
(b) f ist nicht linear

Das Bild von (x,%)" unter dieser Abbildung ist gleich « - sin 4 - cos, wobei
(a, B) die Losung des linearen Gleichungssystems

asin(—1) + feos(—1) = =z
asin(l) + Beos(l) =

ist. Dieses hat die eindeutige Losung

o — Yy—x . Tr—+vy
T 2.8inl’ 7 2-cosl’
Somit ist f durch
T y—r . T+Y
—
(2,y) 2-sinl sm—|—2 oos1 °F

gegeben und es gilt

[y + @) = flle+a’y+y)")

Wt+y)—(e+a) (@ t+a)+y+y)

- 2 -sin 1 S s 1 o8
B y—az . z+y y/_x/ . x/_’_y/
- ~sinlsm+2-coslCOS+2-Sinlsm+2-coslcOS

2
f(@y)") + f(@y)7)

sowie fir « € R

fla(z,y)") = f((az,ay)T)

- . + - . +
= X ozx‘n_kozx Y sza(y xsm—!—x ycos)

2-sin1l ot 2-cosl €0 2-sinl 2-cosl

= af((wvy)T)'

Somit ist f linear.



10. Betrachten Sie die folgende Abbildung F von R? in sich:

(1) = (z72)
T2 5 W
a) Interpretieren Sie diese Abbildung geometrisch.

b) Durch welche Matrix A wird F beschrieben?

Losung:

a) Es handelt sich um eine Drehstreckung;:

X+ X,

X, X2

X X1—= X2

Das sehen wir, indem wir fiir z = (z1,22)" € R? und 2’ := F(z) = (21 —
Ta,21 + x2) " die Linge ||2|| von 2’ und den Winkel ¢ zwischen z und z’

berechnen:

2/ = V(x1—22)2+ (21 +22)% = \/x% + 22 + 22179 + 22 + 22 — 27179
= \/im = V2||z|| = Streckung um v/2.

cosg = 0T Wel=y2 el (@1 = 22)an + (@1 4 22)2)

EIE V2l
B+ad el _ 1

V2?2 V2] V2

s

= ¢ = 7 = Drehung um ¢ = 7 (um den Ursprung in der positiven Rich-

tung).

b) Die Spalten von A sind die Bilder der kanonischen Basisvektoren e(!) =
(1,0)T und e® = (0,1)7:

F ()
()

(o)
(V)



11. Gegeben sei der 4-dimensionale Vektorraum Ps der Polynome vom Grad
< 3. Zeigen Sie, dass die ersten vier Tschebyscheff-Polynome zweiter Art

Up(x) =1, Uy(x) = 2z, Us(z) = 42 — 1, Us(x) = 82° — 4a

eine Basis von Pj3 bilden.

Losung: In einem Vektorraum V' der Dimension n gilt: n linear unabhéngige
Vektoren bilden eine Basis (siche Nipp/Stoffer, Seite 87, Satz 4.3 (iii.)). Da Ps
4-dimensional ist, ist also zu zeigen:

Aus AoUo(i) + >\1U1(l’) + AQUQ(I) + )\3U3(I) =0 fOlgt )\0 = Al = )\2 = )\3 =0.

1. Moglichkeit: Als Basis in Ps wihlen wir die Standardbasis 1, z, 22, 23 .
Beziiglich dieser Basis haben Uy(x), Uy (z), Us(x), Us(z) die folgenden Koor-
dinatenvektoren:

1 0 -1 0
0 2 0 —4
Up(z) : o | Uy (z) : o | Us(x) E Us(x) 0
0 0 0 8
Diese Vektoren sind linear unabhéngig, weil die Determinante der Matrix
1 0 -1 0
0 2 0 —4
A= 00 4 0
00 0 8
gleich 1-2-4-8 =64, also # 0 ist.
2. Moglichkeit: Es gilt:
0 = )\QUO(J:) + /\1U1(.73) + )\QUQ(JC) + /\3U3(.Z‘)
= Ao l+ 22+ (42® — 1) + A3 (82° — 4a)
(Mo — A2) 1+ (201 — 4X3) & + 4ho 22 + 8z 2.
Durch Koeflizientenvergleich folgen die Gleichungen
Ao — A2 =0, 2X1 —4X3 =0, 423 =0, 83 =0,
welche umgeschrieben werden kénnen als
10 -1 0 Ao
0 2 0 —4 M| _
00 4 0 N | TAAE0 (1)
00 0 8 A3

Es gilt det A = 64 # 0, deshalb hat (1) nur die triviale Losung A\g = A\ = Ay =
Az = 0. Somit sind Uy(z), Ui(x), Us(x), Us(x) linear unabhiingig und bilden
also eine Basis.



12.

Die Vektoren a = (1,-2,5,-3)7, b= (2,3,1,-4)T und ¢ = (3,8, -3, -5)T

erzeugen einen Unterraum W von R%.

a)
b)

c)

a)

Bestimmen Sie dim W und eine Basis von W.

Vervollstiandigen Sie diese Basis zu einer Basis von R*.

Geben Sie ein homogenes LGS an, welches W als Losungsraum hat.
Losung:

Wir wenden das Gaussverfahren auf die Matrix mit den Zeilen a, b und ¢ an:

1 -2 5 =3 1 -2 5 =3 1 -2 5 =3
2 3 1 41 =10 7T -9 21 =10 7 -9 2
3 8 -3 -5 0 14 -18 4 o 0 0 O

Beim Gaussverfahren wird der von den Zeilen erzeugte Unterraum nicht
verdndert. Deshalb ist dim W = 2 und

{(1,-2,5,-3)", (0,7,-9,2) "}
eine Basis von W.
Eine mogliche Vervollstindigung dieser Basis zu einer Basis von R? ist
{(1,-2,5,-3)", (0,7,-9,2)", (0,0,1,0) ", (0,0,0,1)"}.

Dies ist eine Basis, weil die Matrix A mit diesen Zeilen in Zeilenstufenform
ist mit det A =7 # 0.

Die lineare Gleichung ujx, 4+ usxs + uzxs + ugzrs = 0 hat die Basisvekto-
ren (1,-2,5,-3)7, (0,7,-9,2)T von W als Losung fiir (21, 72,23, 74) ", falls
(u1,u2,us3,us) " eine Losung des linearen Gleichungssystems mit der Koeffi-

zientenmatrix
1 -2 5 =3
0 7T =9 2

ist. Durch Riickwértseinsetzen sehen wir, dass dies genau dann der Fall ist,
wenn

uy = 9u - gu
2 = 7 3 7 4,
1 17
Uy = 2ug —duz + Juy = —7163 + 711,4

gilt, wobei ug und u4 frei gewihlt werden kénnen. Wir wéhlen (us,uq) =
(7,0) und (u3,us) = (1,1) und sehen, dass das LGS

—17z1 4+ 929 + Tx3 = 0
r2 + x3 + x4 = 0

die Basisvektoren (1,-2,5,-3)T, (0,7,—9,2)T von W als Losung hat. Die
Koeffizientenmatrix dieses LGS ist in Zeilenstufenform und hat Rang 2. Da-
her hat der Losungsgraum dieses LGS die Dimension 4—2 = 2. Da die obigen
Basisvektoren von W im Losungsraum liegen, ist dieser gleich W.



