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3.1. MC Fragen: Folgenkonvergenz. Wahlen Sie die richtigen Antworten.

(a) Sei a,, definiert durch

1+ k_ p=3k+1fir k>0,

s 12k+1
a, = | 35t n =3k + 2 fir k >0,
(G n =3k + 3 fir k> 0.

k

Welche der Aussagen gilt?

O

lim,, o a, existiert.

Falsch. Die Teilfolge (asgi1)r konvergiert gegen 1+ 1/1/12, die Teilfolge
(asg+2)r gegen 5 und die Teilfolge (ask)r gegen 0. Es folgt, dass (ay,), nicht
konvergiert.

lim inf,,_, a,, existiert.

Richtig. Die Folge (ay,), hat untere Schranke —1. Also existiert der Limes
inferior von (a,)y.

limsup,,_, @, =14 /1/12

Falsch. Wie oben bemerkt, ist {1+ 1/1/12,5,0} die Menge der Hdufungs-
punkte der Folge (ay,),. Der grisste Hiufungspunkt 5 ist der Limes superior.

(b) Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

[l

Sei (¢n)n>1 eine Folge rationaler Zahlen, sodass
|gn — Gni1] — 0 fir n — oo.

Dann ist (g, )nen eine Cauchy-Folge.
Falsch: Sei ¢, = Y54 % Dann ist ¢, € Q und es gilt |¢, — gni1| =

— n%rl] — 0 fiir n — oo, aber (¢ )nen ist keine Cauchy-Folge, denn
1 N N 1 S n 1
o = = o = on 2

Sei (@, )n>1 eine konvergente Folge, und o eine Permutation von {1,2,3,...}
(d.h. eine Bijektion der Menge {1,2,3,...} auf sich selbst). Dann konver-
giert auch die Folge (by)n>1,bn = Go(n), ¥ > 1.

Richtig. Sei o € R der Grenzwert der Folge (a,)n>1. Es gilt

Ve>03dn.:|la—a,| <e Vn>n..

Zuletzt gedndert: 19. Mérz 2022 1/6



ETH Ziirich Analysis | D-INFK
FS 2022 Lésung von Serie 3  Prof. Dr. Ozlem Imamoglu

Wir definieren m. = max({k : o(k) < n.}). Es ist m. < oo, weil n. < 0o
und o eine Bijektion ist. Dann gilt (o — b,| = |0 — agm)| <€ Vn > m..
Somit folgt lim,, .o b, = .

(c) Sei (z,), eine Cauchy-Folge in R. Dann

O  konvergiert > 0°, \/Zy;
Falsch. Zum Beispiel ist x,, = 1/n* Cauchy (weil konvergent), aber wie
bekannt ist 3°°, 1/n divergent.

O kann (z,), unbeschrinkt sein;
Falsch. Jede Cauchy-Folge ist konvergent, also beschrankt.

M gibt zu jedem € > 0 ein N € N so dass fiir alle m,n > N
| T — 0| < €.

Richtig. Das ist die Definition einer Cauchy-Folge.

*3.2. Grenzwert. Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:
(a) nlgg(} V3n+4

. —19)"—7
(b) Jim S5

o (=2022)"(—2023)"
(c) T 003y

(@ i (14 35)"
Losung.

(a) Behauptung: Es gilt lim {/3n+4=1
Beweis: Wir haben die folgende Ungleichungen

by = /n < V/3n+4<c, = V8n.

Wir wissen aus der Vorlesung, dass b, — 1 fiir n — co. Wir zeigen nun, dass
auch ¢, gegen 1 konvergiert, dies zeigt dann, dass auch die urspriingliche Folge
gegen 1 konvergiert.
Es gilt

lim v8n = h_}m Yn - V8 = h_)m Un - li_}m V8=1-1=1.

n—00
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(b) Es gilt
(—19)" =7 (_19)" 1w (=19
1B3n+1  \ 13 1—13n

Wiéhrend der zweite Bruch gegen 1 konvergiert, hat der Faktor —%)n ein

alternierendes Vorzeichen und der Betrag geht gegen unendlich. Damit divergiert
die Folge, der Limes existiert nicht.

(c) Es gilt:
i (202" (220280 (2022/2028)" + (=)
n— oo (_2022)n+1 — (—2023)71 n—00 (_2022/2023)71 - 2022 n (_1)n
= ()
=1

(d) Wir konnen der n-ten Term der Folge als

() = (05))

schreiben und wir wissen, dass

1\
lim (1 + > =e,
n—oo n3
weil lim,, 0 (141/n)" = e und n — (141/n%)"" eine Teilfolge von n — (141/n)"
ist.

Wir haben deshalb fiir jedes n € N:
3

1 n'
1g(1+3> < M,
n

wobei M € R eine Schranke von (1 + 1/n%)" ist. Dax <y = < /¥,
gilt auch:

1\
1< (1+) <Vm
n

Nach Ubung 2.3 wissen wir, dass lim, o v/M = 1 und nach Sandwichsatz
schliessen wir, dass

2

. 1\"
lim <1 + 3> =1.
n—oo n
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*3.3. Fibonacci. Die reelle Folge (a,,),>1 sei rekursiv gegeben durch
a; =1, as =1, Qpi1 = Qp +ap—q  firn > 2.

(a) Beweisen Sie folgende explizite Formel durch vollstdndige Induktion.

1 (1 +5 )n (1 - \/3>"
Qp = —= - )
/5 2 2
Losung: Es sei @ := (1 ++/5) und ¥ := (1 — v/5). Zu beweisen ist a, =
%(q)n — ¥"). Man beachte, dass a,,o sowohl von a,y; als auch a, abhingt.

Die vollstédndige Induktion muss daher bei n = 1 und n = 2 verankert werden
und der Induktionsschritt schliesst von n und n + 1 auf n + 2.

Verankerung. Es gilt

\}3(@1—‘111)2%(12\/5_1_2\/5):\}5(2\2/5):1:%
\}g(®2_‘1’2>:;5<H2f+5_1_2f+5):\}5(%):1:@'

Induktionsannahme. Fir gewisses n > 1 gelte

ay = i(cb” - ),

7 L (<I>"+1 - \If”“).

Ap4+1 = ﬁ

Induktionsschritt. Wir folgern die Behauptung fiir n 4+ 2. Es gilt

Ap4+2 = Qp41 + a,

= \}3 (CI)" — \If”) + \}5 (CD”“ — \If”H) (Induktionsannahme)
— \}g(cbn(l +®) = U(1+ 1)),

Die Behauptung folgt, falls (1 + ®) = ®* und (1 + ¥) = ¥? gilt. In der Tat ist

1+v5\2 14+2V/5+5 345
¢2:(+\/_): +2v56+5 _ +\/_:¢+1’
2 4 2
1-v5\2 1-2/5+5 3-5
e R

Somit ist wie behauptet a,42 = z("? — U"*?),
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(b)

(c)

Zeigen Sie, dass b, := “*** gegen die goldene Zahl ¢ := 1*‘[ konvergiert.

Losung. Aus der exphz1ten Formel bewiesen in der vorherigen Aufgabe folgt,
dass fiir jedes m > 1 gilt

g1 (I)m—i-l \Ifm+1
by, — @ —® —®
o ] = |22 - 0| | T
‘wm—xpmﬂ | e-w ‘< V5
dm — ym ()" -1~ [ -1

wobei ® — ¥ = /5 und ‘(%)m — 1’ > 2™ — 1 verwendet wird.
Es sei € > 0 beliebig klein. Dann folgt aus der vorherigen Abschitzung
b — @ <& = VE<e(|gIm—1)
& LWE4+1<|gm
& log(%\/g—l— 1) < mlog ||
log(1v/5+1
log | 7|
Es sei n(e) € N die Zahl N(¢) aufgerundet. Somit existiert fiir beliebiges ¢ > 0

ein n(e) € N sodass |b,, — ®| < ¢ fiir alle natiirlichen Zahlen m > n(e) folgt.
Das heisst nach Definition, dass die Folge (b, )nen gegen ® konvergiert.

Finden Sie eine Zahl n > 1 sodass folgende Aussage gilt.

YmeN, m>n: ’bm_1+\[‘<1oo

Losung: Gesucht ist die Zahl n(e) aus Teilaufgabe (b) fir ¢ = 5. Also
berechnen wir

log(100v5 +1)  log(100v/5+ 1)

1y = = ~ 5.625746.
1o log || log ‘ H‘f

Es folgt n(15) = 6, das heisst fiir alle natiirlichen Zahlen m > 6 gilt |b,, — ®| <

100

3.4. Bernoulli Ungleichung. Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N und = € R, wobei
x > —1, Folgendes gilt:

(14+2)" > 1+ nx.
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Losung.

Wir beweisen das mit Induktion.
e Sein=0.Dann (1+z)°=1=1+0z.
o Wir nehmen an, dass (1 + z)" > 1 + nx gilt. Dann gilt auch
(1+2)"=1+2)"(1+2)
>(1+nr)(l+2)=1+x+nr+nz’ =1+ (n+ 1)z + na
> 1+ (n+1)z.

Damit ist der Beweis abgeschlossen.



