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Nur die Aufgaben mit einem * werden korrigiert.

13.1. MC Fragen Waihlen Sie die richtigen Antworten.

(a) Fir f € C°(R) und g € C'(R) mit —0co < a < b < +oo lautet die Substituti-
onsregel

0 [ ety ) do = [ 10) a

/ ey ar

(a)

7 [ o) @) dr

b2

W /abf(xj)x dr = /: £(t) dt

2

2

Richtig: Man nimmt g(x) = % mit ¢'(z) = .

O /abf(ff;) dr = /;tf(t) dt

1
(b) Die Ableitung nach x von g(x) = /2 sin®(t) cos®(t)dt ist

T

O J(z)= /22 sin®(t) cos®(t)dt.
O  ¢(z) = —sin®(2?) cos?(z?).

M ¢(z) = —2xsin®(2?) cos?(2?).

Losung. Sei F(t) eine Stammfunktion von sin?(t) cos?(t), d.h. F'(t) = sin?(t) cos?(t).
Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt

g(z) = / 1 sin?(t) cos?(t)dt = F(1) — F(z?).

Mit der Kettenregel folgt

d(z) = —F'(2*)2x = —2z sin*(2?) cos?(x?).
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*13.2. Flacheninhalt einer Form. Berechnen Sie die Flache, die durch die lineare
Funktion (blau) und die quadratische Funktion (rot) begrenzt ist, wie im Bild unten
gezeigt.

Losung.

Da die quadratische Funktion durch die Punkte (—2,0) und (2,0) geht, hat sie die
Form f(z) = ¢(x —2)(x+2). Da sie auch durch (0, 4) geht, schliesst man, dass ¢ = —1.
Also hat f die Form

f(z) = -2 +4.

Die lineare Funktion hat die Form
1
g(z) = 2%~ L.

Seien a und b, a < b zwei Punkte, in denen sich f und g schneiden. Die Flache A, die
durch f und g begrenzt ist, ist durch

A= [ (7() - gla)) s
gegeben.
Es gilt

A:/ab(f(x)—g(x))dx:/ab (—x2—x+5>dx: {—;x3—;x2+5x Z
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Um @ und b zu finden, miissen wir die Gleichung f(z) = g(z) 16sen. Sie ist zu
P+ tr5-0
5 =

aquivalent und hat die Losung:

Wir schliessen, dass

—§x3 — §.T2 + 5z

A:

1 1 r 29
5 48

ol

13.3. Integration I. Fiir zwei ganze Zahlen p, ¢ > 0 definieren wir

I(p,q) = /lep(l—x)qu.

Zeigen Sie, dass

plq!

](J%Q):m

Hinweis: Bestimmen Sie mit Hilfe einer partiellen Integration eine Rekursionsrelation
zwischen den Grossen I(p+ 1,¢) und I(p,q+ 1) und berechnen Sie I(p,0).

Losung. Mit einer partiellen Integration erhalten wir

1
I(p+1,q) = /0 (1 = 2)da

r=1 p+1 1
=0 q+1 0

+1
xpl—qurlda::L] ,q+1
(1) o = 2 1+ 1)

_ (=)

qg+1

Es folgt

qg+1
I(pg+ 1) =2""T(p+1, 1
(p,qg+1) | (p+1,9) (1)
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Weiter gilt

xp+1 =1 1

1
1,0:/ Py = -
(p,0) A v { Er (2)

Somit folgt

—~

) €) 1)

I(p,q) = H51p+1Lq—1)= 5 S5 1(p+2,q9-2) =

W _gle=1--1 y@_ a1
D) e+ D)

13.4. Integration II. Berechnen Sie folgende bestimmte oder unbestimmte Integrale:

74— 3 2
*(a) /1 :I;—I—as dz; (b) /1 (2% = 2) (2 4 3) du;
1
*(c) /cos cos x) sin x dx; *(d) / t* cos(2t) dt;
0
/41 —
(e) / 5 C((;;S ’ dz; (f) /(x4 + 4x + 4)*?%(42° + 4) dx;
*(g) /em -sin(3x) dx; /% dz
V3 + 4a?
Losung.
(a)

74 — 3 7
/mdx:/ (4x_1—x2+1) dz
1 1

x
1 7
= {4log]x\ - xS—l—x}
3 1
=4 (log7—27).



D-INFK Analysis | ETH Ziirich
Prof. Dr. Ozlem Imamoglu  Lésung von Serie 13 FS 2022

(b)
2 2
/ (2% = 2) (2® +3) dz :/ (x8/3+3x2/3 — 227 —6> dz
1 1

075/3  3411/3 98 2
= — — —06x
=1

=75 T
9

= 165477 23 —1051).

(c)

/cos(cos x)sinzdz = —sin(cosz) + C, C € R.
(d) Wir integrieren partiell:

1
/ t* cos(2t) dt
o 4 1

Il
| — |
N | —
w
—
=
—~
[\-}
~
N—
~
no
_

= ;sm(Q) — <—; [cos(2t)t], — ;/01 — cos(2t) dt>
—-;ﬁn@)—-<—;coﬂ2)+{ShﬂQﬂ])
= 25111(2) + ;COS(Q) — lesin(Z) = 1(Sin(2) + 2cos(2)).

(e) Wir teilen den Burch auf:

1—cos?x 1 1 1

2cos2x 2 cos?(z) 2

Weil tan(z)" = Coszx)g erhalten wir:

©/4 1 — cos® x 1 om/4 1 1 /4
ST =2 / — de—: / 1d
/0 2cos2z  2Jo cos2z T 2Jo ’
1 /4 s 1 ™
(f) Mit der substitution u = u(x) = z* + 4x + 4 erhalten wir

/(x4 +4a + 4)2%2 (4% + 4) do = /u2022du

1 2023
- C
s023 T
(2t + 4z + 4)2923

= R.
5023 +C, Ce
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(g) Wir integrieren zwei Mal partiell bis wir auf der rechten Seite wieder das Integral
der linken Seite (mit anderem Faktor) finden:

I= /e¢ sm(3x)d
! cos(31)e’ — 6 ! / % cos(3z) dx + C
=—- r)e® —6-—- [ — z)dx
3 3 I
1 6x 2 6x : 6x :
=-3 cos(3x)e™ + 3¢ sin(3zx) — 4/6 sin(3z)dz + C
1 2
=—3 cos(3x)e® + §e6“ sin(3z) — 41 4+ C,
Daher gilt
6z : L2 6x - 1 6x
/e sin(3x)dz =1 = R (36 sin(3z) — 3¢ cos(3:c)> +C

= 115er (2sin(3z) — cos(3z)) + C, C €R.

(h) Mit der Substitution u = 3 + 4z?, erhalten wir

2
T



