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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Losungen Lernkontrolle 1

Aufgabe 1.1 Welche dieser Funktionen ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte fx einer reellwertigen
Zufallsvariable X : (2, F,P) —» R?

(a) = +— ﬁe‘ﬁ firz € R

(b) z sin(x), falls « € [0, 37]
0, sonst

0, fallsz <0
(c) x— qw, fallsze |0,1]
1, fallsz > %

=L fallsx < —1

3, falls € [-1,0)
% +x, fallsz € [07 %)
1 falls x > %

(d) z+—

100,  falls # € (—555,0]
() z—= ¢ 1—x, fallsze0,1]

0, sonst,
0, fallsz<0

(f) 2=z, fallsze0,3)
1, fallsz>9

(g) x—afirreR

(h) z—1firz eR

Losung 1.1 (e) ist zwar streng genommen keine Dichter, weil (aufgrund von einem Typo in der
Angabe) fx(0) doppelt definiert ist und somit (e) keine wohldefinierte Funktion ist. Wenn man
eine Dichte allerdings nur an endlich vielen Punkten verdndert, d&ndert sich die Verteilung der
Zufallsvariable X nicht, somit wére es vollig irrelevant welchen Wert man fiir fx(0) festlegt. fx aus
(e) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte, wenn man fiir fx(0) einen beliebigen Wert aus R>q wéhlt,
weil sowohl fx () > 0 fiir alle z € R gilt als auch inf>_ fx(z)dz =1 gilt.

Fiir die Lernkontrolle zéhlen wir beides als richtig, wenn man sagt, dass (e) eine Dichte ist
und wenn man sagt, dass (e) keine Dichte ist. Fiir die Priifung werden wir probieren solche Fille
zu vermeiden. (Wenn eine Verteilungsfunktion fiir ein € R nicht eindeutig definiert ist, ist es
automatisch keine Funktion und somit keine Verteilungsfunktion mehr, aber fiir Dichten kann man
argumentieren, dass einzelne Punkte eh egal sind.)

Fiir die anderen Funktionen geben wir jeweils einen Grund an weshalb es sich nicht um eine
Wahrscheinlichkeitsdichte handelt auch wenn es teilweise mehrere Griinde gibt.

(a) ist keine Wahrscheinlichkeitsdichte, weil das Integral iiber die Funktion viel kleiner als 1 ist

(%), was man direkt daran erkennt, dass der Vorfaktor stark von dem der Normalverteilungsdichte

abweicht.
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(b) und (g) sind keine Dichten, weil auch negative Werte angenommen werden.
(d), (f), (c) und (h) sind keine Wahrscheinlichkeitsdichten, weil das Integral {iber diese Funktionen
unendlich anstatt 1 ist.

Aufgabe 1.2 Welche der Funktionen aus Frage 1.1 ist eine Verteilungsfunktion® Fx einer reellwer-
tigen Zufallsvariable X : (2, F,P) — R?

Loésung 1.2 Die Funktion aus (d). Die Funktion F'x aus (d) ist eine Verteilungsfunktion, weil Fx
alle Bedinungen aus Theorem 1.18 aus dem Skript erfiillt.

Fiir die anderen Funktionen geben wir jeweils einen Grund an weshalb es sich nicht um eine
Verteilungsfunktion handelt auch wenn es teilweise mehrere Griinde gibt.

(a), (b) und (e) sind nicht monoton steigend.

(¢) ist nicht rechts-stetig.

(f) ist nicht tiberall definiert.

(g) und (h) erfiillen nicht lim,_, o Fx(x) =0

Aufgabe 1.3 Wir betrachten 3 Urnen A, B und C. Urne A enthélt 3 weisse und 4 schwarze Kugeln,
Urne B enthilt 5 weisse und 3 schwarze Kugeln, und Urne C enthélt 1 weisse und 3 schwarze
Kugeln.

Zuerst wird eine der 3 Urnen zufillig gewahlt, wobei Urne A mit Wahrscheinlichkeit p € [0, %]
gewdhlt wird und Urne B mit Wahrscheinlichkeit 2p. Danach wird zufillig eine Kugel aus der
gewédhlten Urne entnommen.

(a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit (abhéngig von p), dass die gezogene Kugel schwarz ist.

(b) Wir nehmen jetzt an, dass die gezogene Kugel weiss ist. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass urspriinglich die Urne C gewéhlt wurde.

Losung 1.3
(a) Sei ps(p) die gesuchte Wahrscheinlichkeit. Dann:

4 3 3
=p.—4+2p- 2+ (1— L2
ps(p) =p -+ 2 8+( 3p) 1
_3_ 13
BEREVEES

(b) Sei C das Ereignis “Die Urne C wird gewahlt” und W das Ereignis “Die gezogene Kugel ist
weiss”. Dann kann die gesuchte Wahrscheinlichkeit geschrieben werden als P(C|W). Deshalb
haben wir:

PWIC)P(C)

PEW) = =501

Aufgabe 1.4 Sei (Q, F,P) ein Laplace-Modell auf Q = {1,2,3,4}.
(a) Sind die Ereignisse A = {1} und B = {2, 3} unabhéngig?

1Die Verteilungsfunktion Fy wird in der Literatur hiufig auch als Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion,
kumulative (Wahrscheinlichkeits-) Verteilungsfunktion, cumulative (probability) distribution function, cdf oder CDF
bezeichnet.
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(b) Sind die Ereignisse B = {2,3} und C' = {3,4} unabhéngig?

Losung 1.4
(a) Nein, die Ereignisse A = {1} und B = {2, 3} sind abhingig, weil P[A]P[B] = % ‘Ig\l =12
1 #0=P[g] =P[AN B]
(b) Ja, die Ereignisse B = {2,3} und C = {3,4} sind unabhingig, weil P [B|P[C] = %% =
3 BNC
ti=1="l =l =Pl
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