ETH Ziirich, Fiihling 2022
Dozentin: Prof. Dr. Beatrice Acciaio Ubungsorganisator: Jakob Heiss

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Serie 5

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum des Moodle-Kurs

Vergiss nicht am 28. Mérz piinktlich um spétestens 13:15 in deine Ubungsgruppe zur Lernkontrolle zu
kommen (im gleichen Raum wo auch sonst immer die Ubungsgruppen statt finden, beziehungsweise in
LFW C4 fiir Gruppe 6).

Wir empfehlen die Aufgaben selbstindig zu 16sen und dann im Fach der entsprechenden Ubungsgruppe
im Raum HG G 53 abzugeben oder selbst mit der Losung zu vergleichen am besten rechtzeitig vor der
Ubung am 04. April.

Aufgabe 5.1 Zwei Wiirfel werden unabhéingig voneinander geworfen. Wir modellieren dies mit einem
Laplace-Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P), wobei

Q=1{1,2,3,4,56}".

Seien X und Y Zufallsvariablen definiert durch X (w) = w1 und Y (w) = w2 (X und Y reprasentieren
jeweils den Wert des ersten und zweiten Wiirfels). Betrachten Sie die Ereignisse

A={X €27},

B={1+Y €27},

C={X+Y <3},

D={X<2Y <2}

Zeigen Sie:

(a) A und B sind unabhingig,

(b) A und C sind nicht unabhéngig,
(¢) A und D sind unabhéngig,
(d) A, B, D sind paarweise unabhéngig. Sind sie unabhéngig?

Aufgabe 5.2 Wir betrachten den Wurf eines fairen Tetraeders, markiert mit den Zahlen 1 bis 4. Wir
modellieren dies wiederum mit einem Laplace-Wahrscheinlichkeitsraum (92, F, P), wobei

Q = {1727 37 4}7
wobei jedes w € ) gleichwahrscheinlich ist.
Zeigen Sie, dass die Ereignisse
A={1,2},
B ={1,3},
C={1,4}.

paarweise unabhéngig, aber nicht unabhéngig sind.

Aufgabe 5.3 Seien A, B und {A4;};=1,...,n Ereignisse in einer o-Algebra F. Nehme an, dass die A;
paarweise disjunkt sind.

(a) Zeige, dass A und B unabhéingig sind genau dann, wenn A° und B¢ unabhéngig sind.
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(b) Zeige, falls fur alle ¢ = 1,...,n, A and A; paarweise unabhéngig sind, dass dann A und U?:l A;
unabhéngig sind.

(¢) Nehme an, dass P(A) = 1 ist. Zeige, dass fiir alle B € F, A and B unabhéngig sind.

Aufgabe 5.4 Wir betrachten ein Kartenblatt mit den iiblichen 52 Karten und 4 Farben (Herz, Kreuz,
Karo und Pik). Sind die folgenden Ereignisse unabéngig?

(a) Wir ziehen eine Karte und betrachten die Ereignisse A = “Du hast einen Konig gezogen” und B =
“Du hast eine Pik-Karte gezogen”.

(b) Wir ziehen zwei Karten mit Zuriicklegen und betrachten die Ereignisse A = “Du ziehst ein Paar”

und B = “Du hast zwei Herzkarten gezogen”. Nehme an, dass die Reihenfolge der Verteilten Karten
eine Rolle spielt.

(¢) Wir ziehen zwei Karten ohne Zuriicklegen und betrachten die Ereignisse A = “Du ziehst ein Paar”

und B = “Du ziehst zwei Kreuz-Karten”. Nehme an, dass die Reihenfolge der Karten keine Rolle
spielt.

Aufgabe 5.5 Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und A € F. Betrachten Sie die
Indikatorfunktion 14 von A, definiert durch

0 ifwéA,

VweQ 1 =
“ A) {1 ifwe A.

(a) Zeigen Sie, dass 14 eine Zufallsvariable ist.

(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von 14

(c) Sei B € F ein anderes Ereignis. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:
(i) A und B sind unabhingig,

(ii) Die Zufallsvariablen 14 und 1p sind unabhéngig.

Aufgabe 5.6

(a) Alice rolls a die and pays the square of the resulting number to Bob
in CHF.

i) Define a probability space (€2, F,P) that describes rolling the die.

ii) Define a random variable X that describes how many CHF Bob receives, and write down its
distribution

iii) Calculate the expected value E [X].

(b) Three people each toss a fair coin. What is the probability of someone being the “odd man out”?
This means that two of the players obtain the same outcome, while the third gets a different one.
Please start solving this problem by defining a suitable probability space (€2, F,P)

Wenn du Feedback zum Ubungszettel hast, schreibe bitte eine Mail an Jakob Heiss.
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