ETH Ziirich, Fiihling 2022
Dozentin: Prof. Dr. Beatrice Acciaio Ubungsorganisator: Jakob Heiss

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Losungen Serie 3

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum des Moodle-Kurs

Wir empfehlen die Aufgaben selbstindig zu l6sen und dann im Fach der entsprechenden Ubungsgruppe
im Raum HG G 53 abzugeben oder selbst mit dieser Losung zu vergleichen am besten rechtzeitig vor der
Ubung am 14. Mérz.

Aufgabe 3.1

(a) Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum korrespondierend zum zweifachen Wiirfelwurf. Genauer
gesagt statten wir die Menge Q = {1,2,3,4,5,6}? mit der Menge der Ereignisse 7 = P(£2) und der
Laplace-Wahrscheinlichkeitsmass P aus. Betrachten Sie die Abbildung X : Q — R gegeben durch:

X(w) = w1 — wal.
e Erklaren Sie, wieso X eine Zufallsvariable ist.
e Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fx von X.

(b) Betrachten Sie nun das Modell der Gleichverteilung auf Q = [0,1]* mit F die Borel-o-Algebra auf
[0,1]." Wir definieren die Abbildung Y : Q — R, definiert durch durch:

Y (w) = 2wi + 2ws.
(mit der Notation aus der Vorlesung entspricht das dem Umfang des Rechtecks R(w).

o Zeige, dass Y eine Zufallsvariable ist.

e Berechnen Sie die Verteilungsfunktion Fy von Y.

Losung 3.1

(a) Wir begriinden zunéchst, dass X tatséchlich eine Zufallsvariable ist. Hierzu miissen wir nachweisen,
dass fiir alle a € R gilt
{we: X(w)<a} eF.

Da aber F = P(Q) gilt, ist dies immer erfiillt, also ist X tatséchlich eine Zufallsvariable.
Als Nachstes berechnen wir die Verteilungsfunktion F'x von X: Offensichtlich ist fir z < 0

Fx(2) = P[{w e Q: X(w) = w1 —wa| < )] =0,

da |u| > 0 fiir jede reelle Zahl u gilt.
Sei nun = > 0. Dann gilt:

Px(@) = P[{w € 2 X(w) = [wn —ws| < 2}]
=P[{w e Q:|wr —wa| < |z]}]
Lz ]
= Z]P’[{w €0 w1 —wa| =n}

n=0

Hierbei haben wir verwendet, dass |w1 — wo| fiir w €  nur ganzzahlige Werte annehmen kann, sowie
die Notation
|lz] :=max{¢ €Z: L <z}

IDiese ist definiert als die kleinste Menge von Teilmengen von Q, die H1 — H3 aus Definition 1.2 des Skripts erfiillt
und alle Mengen [z1,22] X [y1,y2], 0 < z1 <22 < 1,0 <y; <y2 <1 enthilt.
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fir die Abrundungsfunktion. Jetzt berechnen wir:

6
Plwe @ fwr —wal = 0}) = P{(1,1), ., (6,6)}] = 5
10
P{we Q: w1 —w2| =1} =P[{(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),...,(5,6),(6,5)}] = 36
8
P{we Q:|w —w2| =2} =P[{(1,3),(3,1),(2,4),(4,2), ..., (4,6),(6,4)}] = 36
6
P[{w €Q: |w1 7&}2| = 3}} = P[{(154)7 (471)7 (255)5 (572)7 (376)5 (653)}] = %
4
Pllw € Q:fwr —wa| =4} =P[{(1,5),(5,1),(2,6),(6,2)}] = 3¢
2
Pliw € Qw1 —wof =5} =P[{(1,6),(6,1)}] = ¢
Damit kénnen wir nun die Verteilungsfunktion explizit bestimmen:
0, <0 0, x<0
3, 0<z<1 3, 0<z<1
S 4 Lo 1<2<? 2, 1<z<2
Fx(z)=P[X <z]=q S+ 1045 2<z<3=43 2<z<3
%+%+%+%’ 3<x<4 %, 3<zr<4
st it mtests 4<z<5 I 4<z<5
1, r>5 1, x=>5

(b) Wir beweisen zunéchst wieder, dass Y eine Zufallsvariable ist. Dazu miissen wir wieder iiberpriifen,
dass a € R gilt
{weN:Y(w) <a} €F,

wobei F die Borel-o-Algebra auf Q = [0, 1]? ist. Zunéchst sehen wir, dass fiir a < 0 gilt:
{weQ:Y(w) <a}={we[0,1]?: 2w +2ws <a}l =T € F
da jede o-Algebra die leere Menge enthilt (Proposition 1.5, ¢). Analog ist auch fiir a > 4:
{weQ:Yw) <a}={we[0,1]? 2w +2w <a}l=Q € F
Sei also a € [0,4). Dann haben wir:
{weQ:Y(w) >a} ={we[0,1)°: 2w + 2w > a}

:{w6[0,1]2:0§w1§1,%—w1 <ws < 1,ws >0}

21 U Eax@ -1 | nkxeo)

z€[0,1]NQ

= J Ul 1xmax(s-2+20,1]e7F,

z€[0,1]NQ n=1

EeF

denn QN [0, 1] ist abzéhlbar und abzéhlbare Vereinigungen von Mengen aus F liegen wieder in F
(Definition 1.2, H3).

In (%) haben wir verwendet, dass Q dicht in R liegt, das bedeutet, falls fir (w1,w2) € Q gilt, dass
0<w <lund § —wi <wz <1, dann finden wir ein z € [0,1] N Q sodass:

a
w1 > x, w2>§—m.
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In der Tat finden wir so ein z, indem wir eine Folge z,, T w1 wéhlen mit z,, € QN [0, 1] und bemerken,
dass wegen wa > % — w1 auch gilt, dass w2 > % — xp, fir n > N und wir kénnen = := xy setzen.
Da aber F eine o-Algebra ist, liegt mit {w € Q : Y(w) > a} auch {w € Q:Y(w) <a} ={we Q:
Y(w) > a} e F.

Wir berechnen nun die Verteilungsfunktion Fy von Y. Wie wir bereits oben gesehen haben, gilt:

Fy(y) =P{weQ:Y(w) <y}l =P[@]=0, y<0
Fr(y)=PlweQ: Y(w) <y} =Pl2] =1, y>4
Sei zunichst y € [0,2). Es gilt:

Fy(y) =P{w € Q:Y(w) <y}
=P[{w € N: 2w + 2wz < y}]
= Area({w € Q: 2w + 2w2 < y})

Man erkennt leicht, dass diese Fliche gerade das (abgeschlossene) Dreieck begrenzt durch die Punkte
(0,0),(0, %) und (%,0) ist, welches eine Fliche von % besitzt (in der Tat, 2w1 + 2w2 < y & (w1 €
[0, %] und w2 € [0, ¥ — w1])).

Fiir y € [2,4) berechnen wir stattdessen

1-Fy(y) =P{weN:Y(w) >y}
= Area({w € Q: 2w1 + 2wz > y}) = (2 — £)?,

da die Flache hier gegeben ist als das (offene) Dreieck begrenzt durch die Punkte (1,1),(§ —1,1)

und (1,4 —1). Damit gilt Fy(y) =1— 32— £)* =y — % — 1. Damit erhalten wir schliesslich die

Verteilungsfunktion:
0, y <0,
2
€ 0<y<2
Fy(y)=4 %" - =Y
y—¥£ -1, 2<y<4
1, y >4

Aufgabe 3.2 Gegeben sei eine Zufallsvariable X mit der Verteilungsfunktion

0 falls a < 0
a/2 falls0 <a <1

Fla)=1<¢ 2/3 falls 1 <a <2
(a+1)/4 falls2<a<3
1 falls 3 < a

(a) Zeichne diese Verteilungsfunktion.

(b) Bestimme folgende Wahrscheinlichkeiten: P[{X < 1}], P[{X = 2}],
P{X =3}, P{l<X <2}], P[{1 <X <2} und P[{X > 3/2}].

Losung 3.2

(a) Der Graph von F verlduft folgendermassen:
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® B <1 =P =1
P{X =2}]=F(2)— F(2") =3/4—2/3=1/12
P[{X = 3}] =0 (da F stetig im Punkt 3)
P{l1< X <2} =F(2)-F(1)=3/4-2/3=1/12
P{1<X<2}|=F2 )-F1 )=2/3-1/2=1/6
P{X >3/2}]=1-F(1.5 )=1-2/3=1/3.

Aufgabe 3.3 Finf faire Miinzen werden nacheinander geworfen. Sei X die Zufallsvariable, welche die
totale Anzahl erschienenen “Kopfe ” zéhlt. Am Anfang setzen Sie 1 Franken Einsatz, wobei sie bei jedem
Miinzwurf 10% Thres Einsatzes gewinnen, falls “Kopf” erscheint, und verlieren 10% ihres Einsatzes, falls
“Zahl” erscheint. Vor jedem Miinzwurf setzen Sie Ihren gesamten Wetteinsatz. Wir bezeichnen mit Y Ihren
totalen Geldbetrag nach den fiinf Minzwiirfen.

(a) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von X.

(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von Y.
HiNnwels: Finden Sie f, so dass Y = f(X).

Lésung 3.3

(a) Da es sich um eine faire Miinze handelt, verwenden wir ein Laplace Modell mit Q = {“Kopf”, “Zahl”}",
F = P(Q) und alle Elementarereignisse haben die gleiche Wahrscheinlichkeit 1/2% = 1/32. Wir
berechnen P[X =], fiir ¢ = 0,...,5. Da wir ein Laplace Modell voraussetzen, miissen wir alle
Elementarereignisse zéhlen, bei denen genau i-mal “Kopf” erscheint. Wir erhalten (f) und somit

PX =i = (f) /32. Als Verteilungsfunktion erhalten wir

0 falls z < 0,
1/32 falls0 <z <1,

(5) 3/16 falls1 <z <2
Fx(@)= Y by = L2 falls2<e<3,
i<a; 0<i<h 13/16 falls 3 < z < 4,
31/32 falls4 <z <5,
1 sonst.

(b) Wir bemerken, dass der totale Geldbetrag Y nach dem Spiel nur von der Anzahl erschienenen “Kopfe”
abhingt. Es gilt namlich Y = f(X) = (1.1)* x (0.9)>”*. Da f wachsend ist, erhalten wir folgende
Verteilungsfunktion von Y:

0 falls y < 0.9,
1/32  falls 0.9° <y < 1.1 x 0.9%,
3/16 falls 1.1 x 0.9* <y < 1.1% x 0.93,
Fy(y) = 1/2  falls 1.1% x 0.9° < y < 1.1° x 0.92,
13/16 falls 1.1° x 0.9? <y < 1.1* x 0.9',
31/32 falls 1.1* x 0.9' <y < 1.1%,
1 sonst.
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Wenn du Feedback zum Ubungszettel hast, schreibe bitte eine Mail an Jakob Heiss.
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