ETH Ziirich, Fiihling 2022
Dozentin: Prof. Dr. Beatrice Acciaio Ubungsorganisator: Jakob Heiss

Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Losungen Serie 5

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum des Moodle-Kurs

Vergiss nicht am 28. Mérz piinktlich um spétestens 13:15 in deine Ubungsgruppe zur Lernkontrolle zu
kommen (im gleichen Raum wo auch sonst immer die Ubungsgruppen statt finden, beziehungsweise in
LFW C4 fiir Gruppe 6).

Wir empfehlen die Aufgaben selbstindig zu 16sen und dann im Fach der entsprechenden Ubungsgruppe
im Raum HG G 53 abzugeben oder selbst mit dieser Losung zu vergleichen am besten rechtzeitig vor der
Ubung am 04. April.

Aufgabe 5.1 Zwei Wiirfel werden unabhéingig voneinander geworfen. Wir modellieren dies mit einem
Laplace-Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P), wobei

Q=1{1,2,3,4,56}".

Seien X und Y Zufallsvariablen definiert durch X (w) = w1 und Y (w) = w2 (X und Y reprasentieren
jeweils den Wert des ersten und zweiten Wiirfels). Betrachten Sie die Ereignisse
A={X €27},
B={1+Y €27},
C={X+Y <3},
D={X<2Y <2}
Zeigen Sie:
(a) A und B sind unabhéngig,
(b)
(¢) A und D sind unabhéngig,
(d)

A und C sind nicht unabhéngig,

A, B, D sind paarweise unabhéingig. Sind sie unabhéngig?
Losung 5.1 Wir geben zunéchst die Ereignisse A, B, C', D in aufzdhlender Form an:

A= [X €22} = {(wr,w2) s w1 € {2,4,6}} = {2,4,6} x {1,2,3,4,5,6}
= {(27 1)7 (2a2)7 R (276)7 (47 1)a (472)’ oy (4,6), (6a 1)7 (672)7 ) (67 6)}
B = {]. +Y e QZ} = {(wl,wg) 114 we € {2,4,6}} = {1,273,4,5,6} X {1,3,5}
={(1,1),(2,1),...,(6,1),(1,3),(2,3), ..., (6,3),(1,5),(2,5), ..., (6,5) }
C={X+Y <3}={(1,1),(1,2),(2,1)}
D= {X <2, YL 2} = {(17 1)7 (172)5 (27 1)7 (272)}

(a) Wir miissen nachweisen, dass P[A N B] = P[A] P [B] gilt. Es gilt:

P[A]:H:‘{27436}X{17233747576}|:36:1
| 1{1,2,3,4,5,6}2 62 2
pi— Bl {1,2.3,45,6)x {135} _ 36 _1
| I{1,2,3,4,5,6}2 62 2’
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andererseits gilt

|AN B|
P[ANB] =
[ ] Q)
_ H(2,1),(2,3),(2,5),(4,1),(4,3),(4,5),(6,1), (6,3), (6,5) }|
62
1 11
=153 =P[A]P[B]
Damit sind A und B unabhingig.
(b) Es gilt:
pop_ 1Ol 20y 8 1
12| {1,2,3,4,5,6}7| 6> 127
andererseits haben wir
_lAncp_  H{EGDH o1 11
PlANC = ] {1,2,3,4,5,6}2] 36 7 2 12 = PlAIPLC]

Damit sind A und C' nicht unabhéngig.

(¢) Analog zu Teil (b) rechnen wir:

P[D] = 1Dl _ {40, (1,2),(2,1),(2,2)} _ 4 _ 1

Q- [{1,2,3,4,5,6}2| 629

andererseits haben wir

_AnD| _ {@21,22)} 2 _ 1 1
FAN D= ar = 1(1,2,3,4,5,602] ~3 18 2

(d) Fir die paarweise Unabhangigkeit von A, B und D ist nachzuweisen:
e P[AN B] =P[A]P[B] ~ siehe (a)
e P[AN D] =P[A]P[D] ~ siehe (c)

_ H@n.@eny _ 2 1 _ 1.1 _
« P[BND] = {1,2,34,56)2] 36 18 — 29 =P[B]P[D]

A, B, D sind unabhéngig, denn es gilt
{EDH _ 1
P[ANBND] = = —
was auch P [A]P[B] P [D] entspricht.

Aufgabe 5.2 Wir betrachten den Wurf eines fairen Tetraeders, markiert mit den Zahlen 1 bis 4. Wir
modellieren dies wiederum mit einem Laplace-Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P), wobei

Q=1{1,2,3,4},
wobei jedes w € Q2 gleichwahrscheinlich ist.
Zeigen Sie, dass die Ereignisse
A={1,2},
B ={1,3},
C ={1,4}.

paarweise unabhéngig, aber nicht unabhéngig sind.

Losung 5.2 Wir weisen zunéchst die paarweise Unabhangigkeit nach:
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Beachte, dass |A| = [B| = |C| = 2, damit ist P[A] =P[B] =P[C] = & =1 =3
P[AmB}:%:i:é%:P[A]P[B]
P[AﬂC}:%:i:é%:P[A]P[C]
P[BNC] = ‘{1}53!4}‘ - i - % : % — P[B|P[C]

Damit sind A, B, C paarweise unabhangig. Allerdings gilt:
P[ANBNC] = I{l,‘;l?{!él}l - i ” % : % : % — P[A|P[B|P[C],

damit sind A, B, C nicht unabhéingig.
Aufgabe 5.3 Seien A, B und {A4;}:=1,...,n Ereignisse in einer o-Algebra F. Nehme an, dass die A;
paarweise disjunkt sind.

(a) Zeige, dass A und B unabhéingig sind genau dann, wenn A° und B¢ unabhéngig sind.

(b) Zeige, falls fur alle ¢ = 1,...,n, A and A; paarweise unabhéngig sind, dass dann A und UZL:1 A;
unabhéngig sind.

(¢) Nehme an, dass P(A) = 1 ist. Zeige, dass fiir alle B € 7, A and B unabhéngig sind.

Losung 5.3

(a) Zuerst beobachten wir, dass
A, B sind unabhingig < A, B® sind unabhéngig,

denn benutzen wir diese Aquivalenz mit A und B¢, erhalten wir, dass B¢, A unabhingig sind und
auch B¢, A° unabhéngig sind. Des weiteren, da (B€)® = B, reicht es zu zeigen, dass wenn A, B
unabhéngig sind, dass dann auch A, B¢ unabhingig sind. Wir nehmen an, dass

P(AN B) = P(A)P(B)

und wollen zeigen, dass das
P(AN B°) =P(A)P(B°)
impliziert.
Esgilt A=ANQ =AN(BUB°) = (AN B)U (AN B¢, und folglich (AN B)N (AN B°) =
AN(BNB°) =AN© =@, woraus wir
P(A) =P(ANB)+P(AN B°) =P(A)P(B) + P(AN BY)

schliessen.

Daraus folgern wir
P(ANB°) =P(A) —P(A)P(B) =P(A)(1 — P(B)) = P(A)P(B°).

(b) Nach Annahme haben wir P(A N A;) = P(A)P(A;), ¢ = 1,...,n. Da die Ereignisse A; paarweise
disjunkt sind, so sind es auch A N A;. Folglich haben wir

P (A n <O Ai)> =P <O(A n Ai)> - iP(A NA;) = iP(A)JP’(Ai)

n

=P(A) Z P(A4;) =P(A)P <U Ai> ,was zu beweisen war.
i=1

i=1
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(¢c) Mit (a) konnen wir zeigen, dass es ausreicht die Aussage fiir A° zu zeigen, wobei P(A°) = 0. Fiir alle
Ereignisse B € F, da A°N B C A°, bekommen wir mit Hilfe der Monotonie P(A° N B) = 0. Folglich
ist P(A° N B) = P(A°)P(B) erfiillt fiir jedes B € F. Aus der Unabhéngigkeit von A° und B folgt mit
(a), dass A und B unabhéngig sind.

Aufgabe 5.4 Wir betrachten ein Kartenblatt mit den iiblichen 52 Karten und 4 Farben (Herz, Kreuz,
Karo und Pik). Sind die folgenden Ereignisse unabéngig?

(a) Wir ziehen eine Karte und betrachten die Ereignisse A = “Du hast einen Konig gezogen” und B =
“Du hast eine Pik-Karte gezogen”.

(b) Wir ziehen zwei Karten mit Zuriicklegen und betrachten die Ereignisse A = “Du ziehst ein Paar”
und B = “Du hast zwei Herzkarten gezogen”. Nehme an, dass die Reihenfolge der Verteilten Karten
eine Rolle spielt.

(c) Wir ziehen zwei Karten ohne Zuriicklegen und betrachten die Ereignisse A = “Du ziehst ein Paar”
und B = “Du ziehst zwei Kreuz-Karten”. Nehme an, dass die Reihenfolge der Karten keine Rolle
spielt.

Loésung 5.4 Wir betrachten hier nur Laplace Modelle. Folglich ist

Al Bl
ANB|= —/—
| | 0]

aquivalent zu
P(AN B) =P(A)P(B).
Sei K die Menge der 52 Karten (| K| = 52).
(a) Wir wéhlen ein Laplace-Modell (Q, F,P) auf Q@ = K. Das bedeutet F = P (Q) = P(K) und
P:F—[0,1,E—P[E] = % = % Zieht man nur eine Karte, dann gilt:
o |Q| =52, da das Blatt 52 Karten enthélt,
e |A| =4, da das Blatt 4 Konige enthilt,
e |B| =13, da das Blatt 13 Pik-Karten enthélt, und
e |AN B| =1, da es nur einen Pik-Konig gibt.
Es folgt
|Al|B]  4x13

[ 52

=1=|ANB|

Also sind A und B unabhéngig.
(b) Wir wihlen ein Laplace-Modell (Q, F,P) auf Q = K> = K x K.
Aquivalent, gilt beim Ziehen von zwei Karten:
o |Q] =522 =2'704,
o |A| =13 x 4% = 208, da das Paar aus allen der 13 verschieden Karten gebildet werden kann,
e |B| =132 = 169, das es 13 Herzkarten gibt, und
e |ANB| =13 x 1%, da du zweimal die selbe Herz-Karte ziehen musst (von 13 moglichen).

Wir erhalten
|A||B] 208 x 169

Q] 2704
Folglich sind A und B unabhéngig.
(¢) Wir wihlen ein Laplace-Modell (2, F,P) auf Q@ = {H € P(K) : |H| =2}
: Wir haben:

=13=|ANB|.

o Q] = () = 1326,
o« |Al =13 x (;l) = 78, da das Paar aus allen 13 Karten gebildet werden kann,
e |B|= (123) = 78, da es 13 verschiedene Kreuz-Karten gibt, und
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e |AN B| =0, da ohne Zuriicklegen die selbe Karte nicht gezogen werden kann.
Wir beobachten

A||B| 78 x 78
—_— = ~ 4. =|ANBj.
o]~ 1az S r670=An5

Folglich sind A und B nicht unabhangig.

Aufgabe 5.5 Wir betrachten einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und A € F. Betrachten Sie die
Indikatorfunktion 14 von A, definiert durch
0 fwégA,

w e L‘(“):{l ifwe A

(a) Zeigen Sie, dass 14 eine Zufallsvariable ist.
(b) Berechnen Sie die Verteilungsfunktion von 14

(c) Sei B € F ein anderes Ereignis. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) A und B sind unabhingig,

(ii) Die Zufallsvariablen 14 und 1p sind unabhéngig.

Losung 5.5

(a) Wir bemerken, dass wegen der Definition von 14 gilt:

a, falls a < 0,
{la<a}={weN:1a(w)<a} = A%, falls0<a<l,
Q, falls a > 1,

fur alle a € R. Das bedeutet, dass 14 eine Zufallsvariable ist.

(b) Sei nun a € R. Die Verteilungsfunktion von 14 ist

Ple], fallsa<O0
Fi,(a)=P[{1a<al] £ {P[A], falls0<a<1
P[Q], fallsa>1

0, falls a < 0
=<1-P[4], falls0<a<1
1, falls a > 1

wobei wir Proposition 1.8, 4., 7. und P1 in Definition 1.6 verwendet haben.

(¢) (i) = (ii): Die Zufallsvariablen 14 und 1p sind unabhéngig, falls fir a,b € R gilt:
P[la<a,1p <b=P[ls <a]P[lp <.

Wir bemerken, dass nach (a) fiir a,b € R gilt:

a, falls a < 0, a, falls b < 0,
{la<a}=¢A4° falls0<a<l, {1 <b}=¢B° falls0<b<1,
Q, falls a > 1, Q, falls b > 1,

Damit sind {14 < a} und {15 < b} stets unabhingige Ereignisse, da gilt:
e Nach Aufgabe 5.3(a) sind A und B unabhéngig, so sind auch auch A° und B¢ unabhéngig.
e Nach Aufgabe 5.3(c) ist Q (mit P[Q2] = 1) sowohl von A° als auch von B¢ unabhéngig.

o Jedes Ereignis C' € F (insbesondere A° und B€) ist von @ unabhéngig, denn P[gNC] =P [@] =
0=P[o]P|[C].
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(ii) = (i) Falls 14 und 1p unabhingig sind, so gilt:
P[A°NB ) =P[1la<0,15 <0 =P[la <0]P[1p <0] =P[A°]P[B]
und A und B¢ sind unabhéngig. Nach Aufgabe 5.3(a) sind auch A und B unabhéngig.

Aufgabe 5.6
(a) Alice rolls a die and pays the square of the resulting number to Bob
in CHF.
i) Define a probability space (€2, F,P) that describes rolling the die.

ii) Define a random variable X that describes how many CHF Bob receives, and write down its
distribution

iii) Calculate the expected value E [X].
(b) Three people each toss a fair coin. What is the probability of someone being the “odd man out”?

This means that two of the players obtain the same outcome, while the third gets a different one.
Please start solving this problem by defining a suitable probability space (€2, F,P)

Losung 5.6
(a) i) Q:={1,2,3,4,56}, F=P(Q), P[A] =3 _,p(w) with p(w) := § Yw € Q.
i) X:Q— E:=1{1,4,9,16,25,36 } , w — X(w) := w?.
Note: The probability distribution (pz)zer of X is given by pr =P [X =z] = é Vz € E. The
probability distribution (pz)zck is not the same as the probability distribution
function Fx (but one can easily obtain one from another).

iii) From Definition 2.26 from the lecture notes we get,

E[X]=) aP[X =a]=) ap, = 3 mé :%1

zEE zEE 2€{1,4,9,16,25,36}

(b) We take a Laplace-model with € := {H,T}*, so F := P (Q) and P : F — [0,1], A — P[A] := 4],

Then P[{w}] = ﬁ = 55 = 3 for all w € ©, and so

p := Plone of the players is the “odd man out”]
= 1 — PP[all 3 players get the same outcome]
= 1 — P[HHH or TTT]

1 — P[HHH] — P[TTT]

I
—
I

Here, PIHHH] = P[TTT] = ﬁ, where || = 2 x 2 x 2 = 2% = 8, the number of all possible outcomes
for the 3 tosses.

Wenn du Feedback zum Ubungszettel hast, schreibe bitte eine Mail an Jakob Heiss.

IDie Vertailung (pg)zecr wird in der Literatur hiufig auch als Wahrscheinlichkeitsverteilung, (Wahrscheinlich-
keits-) Gewichtsfunktion, (Wahrscheinlichkeits-)Gewicht(ung) oder als diskrete (Wahrscheinlichkeits-)Dichte
) bezeichnet.
?Die Verteilungsfunktion Fx wird in der Literatur hiufig auch als Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion,
kumulative (Wahrscheinlichkeits-) Verteilungsfunktion, cumulative (probability) distribution function, cdf oder CDF
bezeichnet.
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