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Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik

Losungen Serie 8

Bitte stellt Fragen in den Ubungen und/oder im Forum des Moodle-Kurs

Bitte stelle sicher, das du die Webseite https://kahoot.it/ in der Ubung am 09. Mai &6ffnen kannst
(zB auf deinem smartphone).

Wir empfehlen die Aufgaben selbstdndig zu losen und dann im Fach der entsprechenden Ubungsgruppe
im Raum HG G 53 abzugeben oder selbst mit dieser Losung zu vergleichen am besten rechtzeitig vor der
Ubung am 09. Mai.

Vergiss nicht am 16. Mai piinktlich um spétestens 13:15 in deine Ubungsgruppe zur Lernkontrolle zu
kommen im gleichen Raum wo auch die Lernkontrolle 1 war (wo sonst immer die Ubungsgruppen statt
finden, beziehungsweise in LFW C4 fiir Gruppe 6).

Aufgabe 8.1
. . k m n 3
(a) Vereinfachen Sie den Ausdruck Zj:() (k_j) (j)7 wobei m,n, k > 1.
HINWEIS: Beniitzen Sie die Identitit (1 4+ z)™*" = (1 4+ 2)™(1 4+ )", 2 € R.

(b) Seien X und Y zwei binomial verteilte Zufallsvariablen mit Parametern (m,p) bzw. (n,p).

Angenommen X und Y sind unabhéngig, was ist die Verteilung von X + Y7 Leiten sie dieses Resultat
mithilfe von (a) her ohne Remark 2.13 aus dem Skript zu verwenden.

(¢) Wir betrachten eine Urne mit 5 schwarzen und 5 weissen Kugeln. Wir ziehen n > 1 Kugeln mit
Zuriicklegen. Sei X’ die Anzahl weisser Kugeln, welche gezogen wurden, und sei Y’ die Anzahl
schwarzer Kugeln, welche gezogen wurden.

Was sind die Verteilungen von X', Y’ und X’ + Y’? Widerspricht dies dem Resultat aus (b)?
Losung 8.1
(a) Firn e Ngilt (z+y)"=>." (?)acjynfj. Fiir y = 1 erhalten wir

=0
(14+x)" = Z (?)xﬂ

Jj=0

Also gilt

(£ (=0)-E5@0)
E(E0)0) £ E)0)

wobei wir fiir j > n, (’;) = 0 setzen. Einen Koeffizientenvergleich liefert die Gleichung Zj:o (kﬂjj) (?) =
m+n

("¢")-

BEMERKUNG: Die Gleichung wird Identitdt von Vandermonde genannt. Man kann die Gleichung

auch kombinatorisch zeigen: wir betrachten m + n Objekte und unterteilen sie in zwei Gruppen der

Grossen m und n. Fir k£ > 1 gibt es (m;:”) Moglichkeiten, k Objekte aus den m + n Objekten zu

+ =

o
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wéhlen. Von den k Objekten sind j davon aus der Gruppe mit n Objekten und k& — j davon aus
der Gruppe mit m Objekten. Die Anzahl Moglichkeiten k& Objekte auf diese Weise aus den beiden
Gruppen zu wéahlen, betragt (,;fj) (7;) Summieren wir iiber alle moglichen Werte von j, erhalten wir
die gewiinschte Identitét.

(b) Weil die Mengen {Y = j} fiir j € N disjunkt sind, gilt fir k < m + n,

P[X +Y = k] = D PX+Y =kY =]
§=0
{(Y+X=k,Y=5}=0

fiir >k

k
Y PX=k—jY =]
j=0

k
Unabh. Z (kmj>pkj(1 _ p)mfk+j <7;>pj(1 — p)"fj

j=0
k
m n k m+n—k
= ) ) 1-—
2 (k—ﬂ> (J)p t=n
J=0
a + o
© <mk n)zv'“(lp) e,

Also is X +Y wieder binomial verteilt mit Parameter (m + n, p).

BEMERKUNG 1: Alternativ kann das Resultat auch folgendermassen basierend auf Proposition 2.12 aus
dem Skript bewiesen werden: Seien X1 + ...+ X, Y1,... Y, ii.d. Bernoulli verteilte Zufallsvariablen
mit Parameter p.1 Definiere X := X1+ ...+ X und Y = Y1 + ... +Y,. Dann ist die Summe
X+Y = X1+...+X,,+Y1+...+Y, binomial verteilt mit Parametern (m++mn, p) laut Proposition 2.12.
Ausserdem ist wegen Proposition 2.12, X=X 1+ ...+ X,, eine binomial verteilte Zufallsvariable
mit Parametern (m,p) und ¥ = Y; 4+ ...+ Y, binomial verteilt mit Parametern (n,p). Die beiden
Zufallsvariablen X und Y sind auch unabhéngig, weil X1 +...+ X, Y1,...Y, unbahingig sind. Jetzt

muss man nur noch beweisen, dass die Verteilung von X + Y gleich der Verteilung von X + Y ist:

PIX+Y=k= ) PX=iY=jl= > PX=iP[Y=j= ) PX=iP[V =

itj=k itj=k itj=k
PX+V=kl= Y PX=iV=4=> PX=iP[y=yj.
it+j=Fk i+j=k

BEMERKUNG 2: Intuitiv kann die Essenz von Bemerkung 1 auch folgendermassen zusemmegefasst
werden, auch wenn es dann kein vollstdndiger Beweis mehr ist und mathematisch teilweise nicht
ganz korrekt formuliert ist (siehe Fufinoten 2-5): Wir schreiben X als Summe X = X1 + ... + X,
wobei die Summanden X; unabhéngig Bernoulli verteilt sind mit Parameter p.?> Ebenso schreiben
wir Y als Summe Y = Y7 4+ ... + Y, wobei die Summanden Y; ebenfalls unabhingig Bernoulli
verteilt sind mit Parameter p.* Weil X und Y unabhingig sind, sind auch die Summanden X; und
Y; alle unabhéngig.5 Daherist X +Y =X;+...+ X + Y1 + ...+ Y, wieder binomial verteilt mit
Parametern (m + n,p).

IWir kénnen die Existenz von X1 + ...+ Xm, Y1,...Y, leicht auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, .7:',@) zeigen
auch wenn X und Y moglicherweise auf einem anderen (beliebig

unpraktischen) Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F,P) definiert sind.

2Die Existenz von i.i.d. Bernoulli-Zufallsvariablen, die X = X1 +...+ X, ist fiir eine allgemeine binomialverteilte
Zufallsvariable X : @ — R nicht immer gegeben®, aber man koénnte beweisen, dass man jedes Problem einen anderen
Wahrscheinlichkeitsraum iibertragen kann, wo die Existenz gegeben ist. Dieser Beweis wére ziemlich aufwendig
obwohl die Aussage rein intuitiv so trivial klingt.

3Die Zufallsvariablen X und Y kénnten auf einem Q definiert sein mit || = mn und trotzdem alle in der Angabe
geforderten Eigenschaften erfiillen, aber fiir die Existenz von i.i.d. Bernoulli-Zufallsvariablen X7 + ...+ X;, mit
p € (0,1) bendtigt man |Q2| > 2™.

4Siehe FuBnote 2

5Dieser “Weil”-Satz ist mathematisch falsch (die Implikation gilt im allgemeinen nur in die andere Richtung).
Was hier eigentlich gemeint ist: Weil X und Y unabhéngig sind, kénnen die Bernoulli Zufallsvariablen X7 + ...+
Xm,Y1,...Yn so gewahlt werden, dass sie i.i.d. sind, wobei selbst diese Aussage nicht exakt richtig ist sondern
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(c) Man sieht leicht, dass X’ und Y’ beide binomial verteilt sind mit Parametern (n, 1/2). Natiirlich gilt
auch X' + Y’ =n. Also ist X’ + Y’ konstant und hat die Verteilung

1 fallsk =n,

P[XI+YI :k] _{ 0 sonst.

Dies widerspricht dem Resultat aus (b) nicht, da X’ und Y’ nicht unabhingig sind.

Aufgabe 8.2 Ein Fabrikant verwendet Komponenten A, B, C um Chips herzustellen. Ein Chip wird aus
einer Komponente A und einer Komponente B oder aus einer Komponente A und einer Komponente C
hergestellt. Beide Moglichkeiten sind gleich wahrscheinlich. Die Komponenten A, B, C haben respektiv
X, Y, Z Fehlerstellen. Wir nehmen an, dass X, Y, Z unabhingig und Poisson verteilt sind mit respektiven
Parametern A\, p und 2u. Sei N die Anzahl Fehlerstellen in einem Chip.

(a) Berechnen Sie explizit die Verteilungen von X +Y und X + Z.

(b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Chip die Komponente B enthélt, falls N = n, fur

n > 0.

(c) Berechnen Sie den Erwartungswert von N.

Losung 8.2
(a) Fur k > 0 gilt

k k
PIX+Y=k=) PX=k—j V=5 "E" Y PX=k—jP[Y =]

j=0 j=0
b AR L e O kN e
A R TR TR Z(j)A g
7=0 7=0

_ O A+ )

k! ’

d.h. X 4+ Y ist Poisson verteilt mit Parameter \ + u. Analog findet man, dass X + Z Poisson verteilt
ist mit Parameter A + 2pu.

BEMERKUNG: Allgemein gilt fir zwei unabhéngige Poisson verteilte Zufallsvariablen X und Y mit
respektiven Parametern A und p, dass X + Y wieder Poisson verteilt ist mit Parameter A + p.

(b) Definiere das Ereignis D = { Chip enthalt Komponente B} . Dann gilt mit dem Satz von Bayes

P[N = n|D] P[D]

P[N = n|D] P[D] + P[N = n|D¢] P[D]
PX+Y=n] 1

"PIX+Y=n] t+PX+Z=n] i
1

e (G

P[D|N =n] =

(c) Esgilt N=(X+Y)1lp+ (X + Z)1pe und wegen der Unabhéngigkeit von X +Y und D (sowie von
X + Z und D) erhalten wir

E[N]=E[X +Y]|P[D] +E[X + Z]P[D"]
=E[X+Y] 2 4+E[X+Z]- 2= +p+r+2u)=X+2pu.

gegebenenfalls einen Wechsel des Wahrscheinlichkeitsraumes benétigt wie in Fuinote 2 bereits erwdhnt wurde. Der
Beweis wére ziemlich aufwendig (dhnlich wie Fuinote 2) obwohl die Aussage rein intuitiv so trivial klingt. Dieser
Beweis ist um so vieles Aufwendiger als der aus Bemerkung 2, weil hier versucht wird direkt die moglicherweise
sehr komplizierte Zufallsvaribale X als Summe von i.i.d. Bernoulli-ZV zu beschreiben. In Bemerkung 1 wird der
Beweis fiir die ZV X durchgefiihrt, welche eine einfachere Struktur hat, da sie per Definition als Summe von
i.i.d. Bernoulli-ZV beschrieben werden kann. Und nur ganz am Ende des Beweise verwenden wir, dass die Verteilung
von X + Y nicht von der genauen Definition von X :  — R und Y : Q — R abhingt sondern nur von der Verteilung
gemeinsamen Verteilung von X und Y. Somit kann der Beweis auch fir X und Y durchgefiihrt werden solange
PIX =4,V =j]=P[X =i,Y =] fiir alle ¢, gilt.
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Aufgabe 8.3 Wir betrachten einen Kreis mit zufilligem Radius R. Der Radius R sei exponentialverteilt
mit Erwartungswert 1/X. Bestimmen Sie

(a) die Verteilungs- und Dichtefunktion des Fldcheninhalts A des zufélligen Kreises;
(b) den Erwartungswert von A.
Losung 8.3
(a) Sei X exponentialverteil mit Parameter p, d.h. die Dichte von X ist fx(z) = pe™#* fir x > 0 und 0

sonst. Es folgt, dass
E[X] :/ zpe "dr =1/p.
0

Also ist R exponentialverteilt mit Parameter y = .
Der Flicheninhalt des Kreises mit Radius R ist gegeben durch die Zufallsvariable A = 7R?. Die
Verteilungsfunktion von A ist

\ax/m
Fa(z) =P[A<z]|=P [R < \/CI?/7T:| :/ e Mdt=1—e V™ fallsz >0,
0

und 0 sonst. Die Dichtefunktion ist dann gegeben durch fa(z) = £ Fa(z) = ﬁef)‘\/ e/7 falls
x > 0 und O sonst.

i <, () 2
E[A] =E [rR’] =/ thfR(t)dt:w)\/ tPeMdt = ek
0 0
(*) partielle Integration (2 Mal).
BEMERKUNG: Es ist auch mdglich, den Erwartungswert mit Hilfe der Dichte fa aus Aufgabe (a) zu
bestimmen.

Aufgabe 8.4 Eine Zufallsvariable X habe die Dichtefunktion

z >0,
0, z <0.

(a) Finden Sie ¢ und die Verteilungsfunktion von X.
(b) Finden Sie E[X] und E [X?].

HINWEIS: Berechnen Sie zuerst E[1 4+ X] und E [(1 + X)2].

(c) Was sind die Verteilungsfunktion und die Dichte von Y = e*?

Losung 8.4
(a) Wir setzen ff; f(x)dx =1, also

o c _ 1 4] ¢
/O 7(1+x)5dx7c[—4(1+z) }O ==,

und bestimmen so ¢ = 4.
Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch

Fx(z) = P[X <] = / " )y
4

r . 1
o _ 741_ .
- [ s b =1 g meeze

und 0 sonst.
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(b) Wir berechnen zunéchst

> <4 1 31 4
E[l+ X] = 1 dr= | —2 dr=4|l--01 _4
1+x1= [ s = [T g —a[aen ] <4
E[1+X)%] = de;p:4[—1(1+z)*2rzz.
0 (1—|—l’)3 2 0
Damit erhalten wir
E[X]=E[1+X] - 1=3, ud
2 1
E[X?| =E[1+X)’] -2E[X]-1=2-2-1=_.
X% =B [0+ %7 ~2E[x] 1 =221 ]
(c) Fir y < 1 gilt fiir die Verteilungsfunktion Fy von Y,
Fy(y) =PV <y]=P[e* <y] <P[e¥ <1] =P[X <0]=0.
Fiir y > 1 erhdlt man
Fy(y) =P [¢X <y] =P[X <logy] = Fx(logy) =1 — ———.
- - (1 +logy)*

Durch Differenzieren der Verteilungsfunktion erhalten wir die Dichte fy von Y:
d 0 fir y <1,
Frly) =3 () = { 4 fir1<y.

y(1+logy)®

Wenn du Feedback zum Ubungszettel hast, schreibe bitte eine Mail an Jakob Heiss.
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