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Aufgabe 8.1 [Normalverteilung]
Sei n > 1 und (X;)1<i<n eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit X; ~
N(1,4) fir jedes 1 < i < n. Wir definieren die folgenden Zufallsvariablen:

Sp=X1+Xa+--+ X,

und ) g
(X1 +Xo+-+X,) = -

n n

Zur Erinnerung: Wir schreiben ®(a) = P[Z < a] fiir Z ~ N(0, 1). Numerische Werte fiir @ finden sich
beispielsweise unter https://de.wikipedia.org/wiki/Standardnormalverteilungstabelle.

X, =

(a) Bestimme die Verteilung von S,, sowie X,,.
Hinweis: Nutze die Eigenschaften der Normalverteilung aus Kapitel 3.6.

(b) Berechne die Wahrscheinlichkeit P[E[X;] —1 < X7 < E[X;] + 1]
(c) Berechne P[E[S,] — 1 < S, < E[S,] + 1] fiir n = 50.
(d) Berechne P[E[X,,] — 1 < X,, < E[X,,] + 1] fiir n = 50.

Aufgabe 8.2 [Gesetz der grossen Zahlen I: Empirische Verteilungsfunktion]
Sei X1, X5, ... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit Verteilungs-
funktion F'. Die empirische Verteilungsfunktion F,, : R x Q — [0, 1] ist gegeben durch

1 n
Fn(t,OJ) = ﬁ Z]]'Xi(w)ft'
i=1

Der Wert F,(t,w) beschreibt also die relative Hiufigkeit der X;(w) mit Werten < ¢ unter den ersten
n. Damit ist F,,(t) := F,(t,-) selbst eine Zufallsvariable fiir jedes t € R.

(a) Seit € RbeliebigundY; := 1x,<, fir i € N. Zeige, dass Y7, Y2, . . . eine Folge von unabhéngigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen ist. Was ist E[Y7]?

(b) Zeige, dass fiir jedes t € R die empirische Verteilungsfunktion F,(t) fast sicher gegen F'(¢)
konvergiert fiir n — oo.
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Aufgabe 8.3 [Gesetz der grossen Zahlen II: Approximation von 7 mit Miinzwiirfen]
In der Vorlesung wurde gezeigt, wie man die Zahl 7 mit Hilfe von ¢([0, 1])-verteilten Zufallsvariablen
approximieren kann. Ziel dieser Aufgabe ist es, dies nun mit Hilfe einer Folge (X;);>1 unabhéngiger,
Ber(1/2)-verteilter Zufallsvariablen zu tun.

(a) Seinm > 1. Fir i,j € {0,1,...,2™ — 1} definieren wir Quadrate mit Seitenlange 2=™ durch
Siji=1[-27"(i+1)- 27" x[j-27",(j+1)-27"].

Zeige, dass 2n Ber(1/2)-verteilte Zufallsvariablen ausreichen, um zuféllig eines der Quadrate
S;.; auszuwéhlen (sodass jedes Quadrat mit gleicher Wahrscheinlichkeit gewéhlt wird).

(b) Wir wollen einen Algorithmus finden, der die (zufélligen) Bits X7, X5, ... als Input nimmt, und
als Output eine Ber(w/4)-verteilte Zufallsvariable ausgibt. Gebe einen solchen Algorithmus
an, sodass

wobei T' die Anzahl der benotigten Input Bits bezeichnet.

Hinweis: Ein Punkt (z,y) € [0,1]? liegt innerhalb des Einheitskreises genau dann, wenn
2 +y? <1

(¢) Wie kénnen wir den Algorithmus aus Teilaufgabe (b) nutzen, um die Zahl 7 zu approximieren?

Aufgabe 8.4 [Zentraler Grenzwertsatz I: Zufillige Irrfahrt]
Seien (X;)i>1, (Yi)i>1 und (Z;);>1 Folgen unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit

PX; =1]=PX; =-1]=1/2
und analog P[Y; = 1] = P[Y; = —1] = 1/2 sowie P[Z; = 1] = P[Z; = —1] = 1/2. Wir definieren
SWi=3"X;, SY=>"Y, and S :=>Z.
i=1 i=1 i=1

Die Folge ((ST(LJ“'), s, S,(f))) wird zufillige Irrfahrt in Z3 genannt. Sei o > 1/2. Zeige, dass

n>1

P {||(57(lm)757(ly)’57(1z))“2 < na} — lasn — oo,

wobei ||(z,y, 2)||2 := /22 + y? + 22 die euklidische Norm ist.
Hinweis: Betrachte zuerst die Folge (S,(;”))nzl und wende den zentralen Grenzwertsatz an.

Aufgabe 8.5 [Zentraler Grenzwertsatz II]
In dieser Aufgabe berechnen wir den Grenzwert

R
S e DG
k=0
(a) Sei X ~ Poisson() fiir ein A > 0. Berechne E[X] und c%.

(b) Zeige mit dem zentralen Grenzwertsatz, dass der obige Grenzwert 1/2 ist.

Hinweis: Fiir zwei unabhingige Zufallsvariablen X,Y mit X ~ Poisson(\), A > 0, und
Y ~ Poisson(u), p >0, ist X +Y ~ Poisson(\ + ).
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