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Serie 1

Abgabe am Ende der Ubungsstunde oder bis Mittwoch (02.03.2022) um 10:15 Uhr

Diese Serie beschéaftigt sich mit dem Begriff des Wahrscheinlichkeitraums (2, F,P) und dabei
insbesondere mit den Eigenschaften von o-Algebren und Wahrscheinlichkeitsmassen. In der Perkola-
tionsaufgabe geht es um die Besonderheit des Perkolationsparameters p = 1/2 und wir beantworten
eine offene Frage aus der Vorlesung.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

Aufgabe 1.1 [Gezinkte Miinzen]

Hinweis: Es empfiehlt sich zuerst die Aufgaben 1-6 in Quiz 1 zu bearbeiten.

Wir nehmen an, dass wir zwei gezinkte Miinzen Mg,q und Mgpe, in einer Urne haben. Die
Wahrscheinlichkeit, dass Mgoia, resp. Mgiper, auf Kopf landet, sei pg € (0,1), resp. ps € (0,1). Bei
jedem Zufallsexperiment wird eine Miinze aus der Urne gezogen, dann geworfen und schliesslich
wieder in die Urne gelegt. Wir fithren das Zufallsexperiment zweimal durch.

(a) Gebe einen geeigneten Wahrscheinlichkeitsraum (92, 7, P) an.
(b) Welches Element von F entspricht dem Ereignis A ="Beim ersten Wurf ist die Miinze silber.”?
(c) Welches Element von F entspricht dem Ereignis B ="Es wird zweimal Kopf geworfen.”?

(d) Berechne P[A], P[B] und P[A N B]. (Wir nehmen an, dass die goldene und silberne Minze je
mit Wahrscheinlichkeit 1/2 aus der Urne gezogen werden.)

Aufgabe 1.2 [Eigenschaften einer o-Algebra]
(a) [De-Morgan Regel] Sei (Ay)i>1 eine Folge von beliebigen Mengen. Zeige, dass Folgendes gilt:

Sei F eine o-Algebra auf (2.
(b) [E4] Zeige, dass B € F.
(c) [E5] Sei (A;);>1 eine Folge von Ereignissen, d.h. A; € F fiir alle ¢ > 1. Zeige, dass

m;‘)ilAi e F.

(d) [E6] Seien A, B € F. Zeige, dass AU B € F.

(e) [E7] Seien A, B € F. Zeige, dass ANB € F.
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Aufgabe 1.3 [Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsmasses]
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(a) [ES] Zeige, dass P[] = 0.
(b) [E4 - Additivitit] Sei k > 1 und seien Ay, ..., Ay k paarweise disjunkte Ereignisse. Zeige, dass

(c) [E5] Sei A ein Ereignis. Zeige, dass P[A°] = 1 — P[A].

(d) [E6] Seien A und B zwei beliebige Ereignisses (nicht notwendigerweise disjunkt). Zeige, dass
die Additionsregel
P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN B]

gilt.

Aufgabe 1.4 [Perkolation: Selbstdualitit auf Z?]
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oiJ 4 .

*
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(a) Graph G, = (Vy, Ep) firn =3 (b) Beispiel einer Perkolationskonfiguration w

Abbildung 1

Sei n > 1. In dieser Aufgabe betrachten wir Perkolation auf dem endlichen Graphen G,, = (V,,, E,),
der in Abbildung la dargestellt ist. Als Grundraum wihlen wir Q = {0, 1}~ mit der o-Algebra
F = P(2). Ein Elementarereignis w = (we)ecr, € ! nennen wir eine Perkolationskonfiguration
und wir sagen, dass eine Kante offen ist, falls w. = 1, und geschlossen ist, falls w, = 0. Abbildung
1b zeigt ein Beispiel einer Perkolationskonfiguration, wobei offene Kanten in rot und geschlossene
Kanten gepunktet gezeichnet sind. Fiir den Perkolationsparameter p = 1/2 definieren wir das
Wahrscheinlichkeitsmass Py durch

Pi(w):= 2~ 1Enl,

1
2

(a) Uberpriife, dass P [Q] =1 gilt. Zeige, dass fiir jede Kante e € E,

P

1
1|e ist offen] = 3

Zusétzlich betrachten wir nun den dualen Graphen G}, = (V;¥, E¥), der in Abbildung 2a dargestellt
ist. Da jede Kante e € E,, genau eine Kante e* € E} schneidet, kénnen wir fiir jedes w eine duale
Perkolationskonfiguration w* definieren durch

*
wir =1 — we.
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n
n+1
(a) Der Graph G, = (V, En) und der duale (b) Beispiel einer Perkolationskonfiguration w und der
Graph G, = (V5 E}) fir n =3 dualen Perkolationskonfiguration w*

Abbildung 2

Eine Kante e* in der dualen Perkolationskonfiguration w* ist also genau dann offen, wenn die Kante
e, die e* schneidet, in der Perkolationskonfiguration w geschlossen ist. Dies ist in Abbildung 2b
dargestellt, wobei offene Kanten in w in rot, offene Kanten in w* in griin und geschlossene Kanten
gepunktet gezeichnet sind.

Wir definieren die folgenden Ereignisse:

C' := {3 einen offenen Pfad in w von der linken zur rechten Seite von G,,}

D := {3 einen offenen Pfad in w* von der oberen zur unteren Seite von G}

Im Beispiel in Abbildung 2b gibt es einen offenen Pfad in w* (griin) von der oberen zur unteren
Seite, aber keinen offenen Pfad in w (rot) von der linken zur rechten Seite.

(b) Uberzeuge Dich davon, dass D das Komplement von C' ist, d.h. Q = CUD und CN D = ().
Kannst Du dies beweisen?

(c) Zeige zunéichst, dass Py [e* ist offen] = 1/2 fiir jede Kante e* € E gilt. Zeige dann, dass

In dieser Aufgabe hast Du bewiesen, dass die Wahrscheinlichkeit eines offenen Pfades von der
linken zur rechten Seite in G,, gleich 1/2 ist und zwar fiir jede Grosse n des Graphen. Dies ist eine
besondere und wichtige Eigenschaft von Perkolation mit dem Perkolationsparameter p = 1/2. Wir
werden auf dieses Resultat spater wieder zuriickkommen.
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Losung 1.1

(a) Zuerst wéihlen wir einen Grundraum, der alle moglichen Ergebnisse umfasst. Bei jeder Durch-
fithrung des Zufallsexperiments kann die gezogene Miinze gold (g) oder silber (s) sein und beim
Wurf kann die Miinze auf Kopf (K) oder Zahl (Z) fallen. Das Ergebnis einer Durchfiihrung
kann also als ein Element in {(g, K), (9, 2), (s, K), (s, Z)} betrachtet werden. Da wir das
Zufallsexperiment zweimal durchfiihren, ist

Q= {(Q,K), (ga Z)v (SaK)a (5’ Z)}2

eine geeignete Wahl als Grundraum. Die Elemente von Q haben die Form w = ((m1, x1), (ms, z2)),
wobei my, mg € {g,s} und 1,22 € {K, Z}. Beispielsweise stellt ((g, K), (s, K)) € 2 das Er-
gebnis dar, dass die erste Miinze gold ist und auf Kopf fallt und dass die zweite Miinze silber
ist und auf Kopf fallt.

Wir wihlen die Potenzmenge von 2 als o-Algebra, also F = P(Q2). Insbesondere gilt fiir alle
Ergebnisse w € 2, dass “w tritt ein” ein Ereignis ist, also {w} € F.

Wir definieren nun ein geeignetes Wahrscheinlichkeitsmass P in zwei Schritten. Im ersten
Schritt definieren wir die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {w} (“w tritt ein”) fiir jedes
Ergebnis w = ((my, 1), (M2, z2)) € Q durch

i “Dmy * Prng falls z1 = x5 = K,

Lo = pm,) P falls 1 = Z, 29 = K,
P[((ml,xl), (mg,.’ﬁz))} — 411 ( Pm ) Pm 1 B 2 B

7 Pmy - (1= pmy) falls 21 = K, 25 = Z,

1 (M =pmy) - 1 =pp,) fallszy =a0 = Z

Das Ereignis “Die erste Miinze ist gold und féllt auf Kopf und die zweite Miinze ist silber und

fallt auf Kopf” hat also beispielsweise die Wahrscheinlichkeit % - Dg - Ds. Der Faktor % = % . %

kommt daher, dass die erste Miinze mit Wahrscheinlichkeit % gold ist und die zweite Miinze
mit Wahrscheinlichkeit % silber. Im zweiten Schritt definieren wir fiir ein beliebiges Ereignis

AeF,
PlA] =) Plw].

w€eA

Da Q endlich ist, kann man nun leicht priifen, dass die Abbildung P : F — [0, 1] in der Tat
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (€2, F) ist, insbesondere dass

PO = > Pl =1

wenN
gilt.
(b) Das Ereignis "Beim ersten Wurf ist die Miinze silber” entspricht

A= {((m1,x1), (Mma,22)) € Q:my = s}
={((s, K), (9, K)), (5, K), (9, 2)), ((s, K), (5, K)), ((5, K), (s, Z)),
((s,2), (9, K)), (5, 2), (9, 2)), ((s, 2), (5, K)), (5, 2), (s, Z)) } € F.

(c) Das Ereignis "Es wird zweimal Kopf geworfen” entspricht

B= {((ml,xl), (mg,.’bg)) €EQ:xy =29 = K}
={((9, K), (9, K)), ((9, K), (s, K)), ((s, K), (9, K)), (s, K), (s, K)) } € F.
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(d) Wir berechnen

PlA] = ) Plw] = >, P[((s,21), (M2, z2))]

weA mo€{g,s};x1,22€{K,Z}

= Y Plsm)(g@m)+ D Pl(s,a),(s,22))]
z1,226{K,Z} z1,226{K,Z}

:i(z)s Py + (1= ps) - pg +ps - (L= pg) + (1 =ps) - (1 = py))

=1

"‘i(?s']?s-i-(l _ps) *Ps + Ds '(1_ps)+(1_ps) ' (l_ps))

. =1

und

PB] =Y Pwl= > P[((m1,K),(mg, K))

wEB m1,m2€{g,s} =1 Py Prmsy
1 Py + ps)?
= Z . ((pg)2 +2-ps “Pg T+ (ps)z) = %

Weiterhin gilt AN B = {((s, K), (g, K)), ((s, K), (s, K))} € F. Somit erhalten wir

PANB]= Y Plw]=P[((s,K), (g, K))] +P[((s, K), (s, K))]

weEANB
_1 1 _ps'(Pg‘H%)
= PsPgt o PsPs = 1

Losung 1.2

(a) Wir beweisen die De-Morgan Regel, indem wir beide Inklusionen zeigen.

C: Sei w € (U2, 4). Fiir alle 1 < j < oo gilt A; C [J2, A; und somit folgt fiir alle

1<) <o,
LUE(Aj)C.

Dies impliziert w € (2, (4)°.
D: Sei w € N2, (A;)°. Dies bedeutet, dass fiir alle 1 < j < o0,
w e (A;)°

C

oder dquivalent w ¢ A;. Dies impliziert w ¢ J;2, A; und somit w € (U;’il Aj)

(b) [E4] Wegen [E1] (siehe Definition 1.1 fiir [E1]-[E3]) gilt 2 € F. Somit folgt aus [E2], dass

0=Q°e F.

(c) [E5] Seien Aq, Ag,... € F. Wegen [E2] gilt auch A, AS,... € F. Somit folgt aus [E3], dass
U2 (A4;)¢ € F gilt. Nun kénnen wir erneut [E2] anwenden und erhalten mit der De-Morgan

i=1

Regel, dass

ﬁAi = (G(AQC)C €F.

i=1
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(d) [E6] Seien A, B € F. Wir definieren Ay := A, Ay := B und fiir alle ¢ > 3, A; = (). Wegen [E3]
gilt
AUB = U A, e F.
i=1

(e) [E7] Seien A, B € F. Wegen [E2] gilt A°, B¢ € F. Aus [E6] folgt nun A°U B°® € F. Aus [E2]
folgt somit
ANB=(A°UB°)° e F,

wobei wir die De-Morgan Regel fiir zwei Mengen angewendet haben.

Losung 1.3

(a) [E3] Definiere x = P[()]. Wir wissen bereits, dass z € [0, 1], da = die Wahrscheinlichkeit eines
Ereignisses ist. Wir definieren nun A; = A; = -+ = () und haben somit

A;.

T
&,

i=1

Die Ereignisse A; sind disjunkt und somit impliziert die abzéhlbare Additivitit (siehe [E2] in
Definition 1.2), dass

> P[A)] = P[],
i=1
Da P[A;] = z fiir jedes ¢ gilt und P[] < 1, erhalten wir
oo
Z rz <1,
i=1
und somit x = 0.
(b) [E4 - Additivitdt] Definiere Ag11 = Agqoa = - -+ = (0. Auf diese Weise haben wir

AU UAg =AU UAUPUOU--- = ] A
=1

Da die Ereignisse A; paarweise disjunkt sind, konnen wir die abzdhlbare Additivitéit (siehe
[E2] in Definition 1.2) wie folt anwenden:

P[A; U--- U A :IP’[D Ajl

=1
= > PlA)]
=1
=P[A]+ - +P[A] + Y P[A].
i>k:6_/
=0

(c) [E5] Aufgrund der Definition des Komplements haben wir 2 = AU A€, und somit
1 =P[Q] =P[AU A°].
Da die beiden Ereignisse A, A¢ disjunkt sind, impliziert [E4], dass
1 =P[A] + P[A°].
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(d)

[E6] AU B ist die disjunkte Vereinigung von A und B\ A. Aufgrund von [E4] folgt
P[AUB] =P[A] +P[B\ A]. (1)
Also B=(BNA)U(BNA®)=(BnNA)U(B\ A). Somit
P[B] =P[BNA]+P[B\ 4],

was P[B \ A] = P[B] — P[A N B] impliziert. Wir kénnen dies in Gleichung (1) einsetzen und
erhalten damit das Resultat.

Losung 1.4

(a)

Wir stellen zunéichst fest, dass der Grundraum Q = {0, 1} genau 2/%»! Elemente enthilt.
Da das Wahrscheinlichkeitsmass P% jedem w € Q) die gleiche Wahrscheinlichkeit zuordnet,
erhalten wir

P[0 =Y Pifw] =2l o71Bnl 1,

weN
=2—1En]|

Sei nun e € E,, eine beliebige Kante. Es gilt

. _ 1
P,[eist offen] = Pifw. = 1] = Y Pilw] = {we Q:we=1}[-2 \Enlzi.
wENiwe=1

—9—|En| —2|En|-1

Wir sehen also, dass jede Kante mit Wahrscheinlichkeit 1/2 offen ist. Nachdem in der Vorlesung
der Begriff der Unabhéngigkeit eingefiihrt wurde, werden wir auch sehen, dass der Status
einer Kante (also offen oder geschlossen) unabhéngig ist vom Status aller anderen Kanten.

Schritt 1: CND =10

Wir zeigen dies durch Beweis per Widerspruch. Sei v ein offener Pfad in w von der linken zur
rechten Seite von G, und 7* ein offener Pfad in w* von der oberen zur unteren Seite von G}.
Es ist klar, dass sich die Pfade v und 7* schneiden miissen (siche auch Abbildung 2a) und
insbesondere gibt es zwei Kanten e € v und e* € ~*, die sich schneiden. Dies widerspricht
aber unserer Annahme, dass die beiden Pfade offen sind, da aber per Definition eine Kante in
G? genau dann offen ist, wenn die Kante e € E,,, die sie schneidet, geschlossen ist.

Schritt 2: Q=CUD

Sei w € Q beliebig. Falls es einen offenen Pfad in w von der linken zur rechten Seite in G,
gibt, so gilt w € C ein und wir sind fertig. Wir nehmen nun also an, dass es keinen offenen
Pfad in w von der linken zur rechten Seite in G,, gibt, also w ¢ C und wir wollen zeigen,
dass es einen offenen Pfad in der dualen Perkolationskonfiguration w* von der oberen zur
unteren Seite in G}, gibt, also dass w € D. Hierzu betrachten wir alle Cluster in w, die die
linke Seite von G, beriihren (siche Abbildung 3).Da es keinen offenen Pfad in w von links
nach rechts, beriihrt keines dieser Cluster die rechte Seite von G,,. Nun stellen wir fest, dass
alle Kanten e € F,,, die einen Knoten in einem Cluster mit einem Knoten ausserhalb des
Clusters verbinden, zwangsldufig geschlossen sind und somit alle dualen Kanten in E7, die
entlang der Clusterrdnder (blau-weisse Interfaces)) verlaufen, offen sind. Somit gibt es entlang
der Clusterrdnder einen offenen Pfad in w* (griin) von der oberen zur unteren Seite (siehe
Abbildung 3).

Bemerkung: In Schritt 2 haben wir die Idee fiir einen Beweis skizziert. Diese Idee ldsst sich
formalisieren und mathematisch rigoros beweisen. Fiir mehr Details verweisen wir bei Interesse
auf den Beweis von Lemma 1 in Kapitel 3 des Buchs “Percolation” von B. Bollobas und
O. Riordan (Cambridge University Press, 2006, online via ETH Bibliothek verfiighar).
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Abbildung 3: Zwei Beispiel von Perkolationskonfigurationen w und den zugehorigen dualen Per-
kolationskonfigurationen w*. Die Cluster von w, die die linke Seite von G,, beriihren, sind in blau
hervorgehoben.

(c) Sei e* eine beliebige Kante in E*. Die Kante e* schneidet genau eine Kante in e € E,, und ist
per Definition genau dann offen, wenn die zugehorige Kante e € E geschlossen ist. Es gilt also

P.le* ist offen] = Pi[wi. =1] =P

e*

[we =0] = 5

1 1 1
2 2 2

wobei wir P1we =0l =1—-Pilwe =1] = 3 aus Teilaufgabe (a) verwendet haben.

Wir wollen nun zeigen, dass P1[C] = P1[D]. Beim Blick auf Abbildung 2a sehen wir, dass
der Graph G,, und der duale Graph é’; bis auf eine 90°-Drehung um den Mittelpunkt
identisch sind. Der Graph G,, ist also selbstdual. Weiterhin stellen wir fest, dass fiir jede duale
Perkolationskonfiguration w* € {0, l}E;,

Pilw*] =P, [{weQ:w. =1-w}),V sich schneidenden Kanten (e, e*)}]

= {weQ:w, =1—wk,V sich schneidenden Kanten (e,e*)}| - 27 1En|

er

1

2
_ o—|E
_2 | n‘7

da es genaue eine Perkolationskonfiguration w € € gibt, sodass w, = 1 — we« fiir sich
schneidenden Kanten e € E,, und e* € E}; gilt.

Sei nun 7 : {0,1}F» — {0,1}F~ die 90°-Drehung um den Mittelpunkt, die eine Perkolations-
konfiguration w € Q auf die duale Perkolationskonfiguration in {0,1}%» abbildet, die der
90°-Drehung von w um den Mittelpunkt entspricht. Man sieht leicht, dass r eine Bijektion ist.

Weiterhin stellen wir fest, dass w € {0, 1} genau dann einen offenen Pfad von der linken
zur rechten Seite von G, enthélt, wenn r(w) € {0, 1} einen offenen Pfad von der oberen
zur unteren Seite von G}, enthélt. Da r eine Bijektion ist, folgt

|C| = |[{w* : 3 einen offenen Pfad in w* von der oberen zur unteren Seite von G} }|
= |D|
und somit
P,[C) =) Pifw]=|C|- 27 = D[ 271l = 3" P, [w] = P, [D].
wel weD
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(d) Aus Teilaufgabe (b) wissen wir, dass C' = D¢. Mittels der Eigenschaft [E5] aus Aufgabe 1.3
folgt

P.[C]=1-P

1
2

I
g

Da wir in Teilaufgabe (c) gezeigt haben, dass P1[C]
die vorherige Gleichung, dass

[D] erhalten wir durch Einsetzen in

1
2

Bemerkung: Einen interessanten Blick auf die Aspekte dieser Aufgabe bietet auch das Brettspiel
Hex (https://en.wikipedia.org/wiki/Hex_(board_game)#Determinacy), das von unabhéngig
von Piet Hein in 1942 und von John Nash in 1948 erfunden wurde.
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