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Diese Serie beschéftigt sich mit Konfidenzintervallen und der ¢-Verteilung.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

Wichtiger Hinweis: Ein Konfidenzintervall fir 8 mit Niveau 1 — «v ist ein Zufallsintervall I = [A, B],
sodass fir alle 6 € © gilt

PplA<O<B]>1-a.
In der Definition, die in der Vorlesung gegeben wurde, wurde o und 1 — o vertauscht. Im Skript
wurde dies nun korrigiert.

Aufgabe 11.1 [Konfidenzintervall fiir A'(y,0?) mit bekannter Standardabweichung]
In einem Sédgewerk wird das Schnittholz einer bestimmten Sortierklasse einer Qualitdtskontrolle
unterzogen. An jedem Produktionstag wird ein Brett auf seine Steifigkeit getestet. X,,,n > 1,
bezeichne das Ergebnis am n-ten Tag. Basierend auf Erfahrung kann angenommen werden, dass die
Steifigkeit eines Brettes normalverteilt ist mit bekannter Standardabweichung o = 1430 MPa!. Wir
wéhlen also den Parameterraum © = R und die Modellfamilie (Pg)pco, wobei die (X,,),>1 unter
Py unabhiingig und N (0, o2)-verteilt sind.

(a) Leite die Formel eines Konfidenzintervalls fiir # mit Niveau 95% nach 150 Produktionstagen

her.

(b) Berechne aus (a) das realisierte Konfidenzintervall fiir einen beobachteten Stichprobenmittel-
wert von 11’000 MPa (nach 150 Produktionstagen).

(c) Wieviele Stichproben wiren notig, damit die Breite des Konfidenzintervalls kleiner als 200
MPa ist?

Aufgabe 11.2 [t-Verteilung mit m Freiheitsgraden]
Seien X und Y unabhiingige Zufallsvariablen mit X ~ A(0,1) und Y ~ x2,. Ziel dieser Aufgabe
ist es zu zeigen, dass der Quotient

t-verteilt ist mit m Freiheitsgraden.
(a) Bestimme die Dichte von Y’ := /LY.

(b) Seien X und Y zwei unabhingige Zufallsvariablen mit Dichte f% resp. fy. Definiere 7.=X

~

und bestimme die Dichte von Z (in Abhéngigkeit von f¢ und fy ).
Hinweis: Benutze in (a) und (b) die Charakterisierung der Dichte aus Proposition 4.16.

(c) Zeige, dass Z t-verteilt ist mit m Freiheitsgraden.

1Das Pascal ist eine abgeleitete SI-Einheit des Drucks sowie der mechanischen Spannung. Sie ist nach Blaise
Pascal benannt und folgendermassen definiert: 1 Pa = lkgxm~!xs~2 = INxm™2. Ein Pascal ist also der Druck,
den eine Kraft von einem Newton auf eine Fliche von einem Quadratmeter ausiibt. 1 MPa = 10% Pa = 10 bar.
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Aufgabe 11.3 [Konfidenzintervall fiir V'(u,0?) mit unbekannter Standardabweichung]
Wir betrachten erneut die Situation aus Aufgabe 11.1 und nehmen weiterhin an, dass die Steifigkeit
eines Brettes normalverteilt ist. In diesem Fall gehen wir aber davon aus, dass die Standardabwei-
chung o unbekannt ist. Der unbekannte Parameter 8 = (u,02) € R x R, ist in diesem Fall also
2-dimensional und wir wihlen die Modellfamilie (Pg)sco, wobei die (X,,),>1 unter Py unabhéngig
und N (p, 0?)-verteilt sind.

Zur Erinnerung: Aus der Vorlesung kennen wir bereits zwei Schatzer

_ 1 < 1 n _
X,==) X; d 8% = X, — X,)?
nZ e nflizzl( )

i=1

fiir 4 und o2.
(a) Zeige fiir jedes 6 = (u,0?) € O, dass die Zufallsvariable
X, -

\/S?/n

=

t,,—1-verteilt ist unter Py. -
Hinweis: Verwende X,, ~ N (u,0%/n), “528% ~ x2_,, die Unabhdingigkeit von X, und S>

o2
sowie das Resultat aus der vorherigen Aufgabe.

(b) Leite die Formel eines Konfidenzintervalls fiir 4 mit Niveau 95% nach 10 Produktionstagen
her.
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Losung 11.1

(a) In unserem Modell sind Xi, ..., X,, unabhiingig, identisch verteilt mit X; ~ N (u,c?) unter
Pg, wobei = i der unbekannte Parameter ist und die Varianz o2 bekannt ist. Dann ist

X ~N(u,0%/n) unter Py.
Also gilt

X, —
Py [—Cl—a/z < g/\/ﬁﬂ < Cl_a/g] =1l—-«a

wobei ¢i_q/0 = O-1(1 - 5 ). Durch Umformen erhalten wir

Also ist

ein Konfidenzintervall fir § = g mit Niveau 1 — a. Fiir a = 0.05 erhéilt man ¢y_q/2 = Co.975 =
1.96. Das Vertrauensintervall nach 150 Produktionstagen ist also

g

n + «
\/150 “=a/2 55

(b) Aus a) wissen wir, dass das Vertrauensintervall die Form {Yn —Cl_q /gﬁ s Xn+Cla /2 %]

hat. Durch Einsetzen erhalten wir [10771.15,11228.85], wobei wir verwendet haben, dass
Cloaje =P 11— %) =1.96 fir a = 0.05.

{Xn Sy —— } - [Xn — 298.8477, X, + 228.8477]

(c¢) Die Breite des Vertrauensintervalls ist gegeben durch 2¢;_, /2%. Also wollen wir
o
2¢1_q2—= <200,
vn

Cl—a/20
<
100 — Vi,

785.57 < n.

Das heisst, es muss n > 786 gelten.

Losung 11.2
(a) Wir verwenden die Charakterisierung der Dichte aus Proposition 4.16. Nach Annahme hat YV’
die Dichte 1
Flem3V],5,.
fY(y) 2mr(m)y e y>0

Fiir ¢ : R — R stiickweise stetig und beschrankt gilt
o0 1 m_q 1
E[6(v")] = E [o(y/¥/m)| = / O3] gy e,
0 2
Mit dem Variablenwechsel z = \/y/m erhalt man

/cﬁm

m 1.2
z/ (2) =2 e 27 M
0 2 35

of3 M‘S

und somit hat Y’ die Dichte fy/(z) = %zm le=3'm] 5.
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(b) Wir verwenden die Charakterisierung der Dichte aus Proposition 4.16. Nach Annahme
sind die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig und haben somit die gemeinsame Dichte
flx,y) = fg(x) - fy(y). Fir ¢ : R — R stiickweise stetig und beschrénkt gilt somit

¢ (i)] -/ O; / z o(/y)f 5 (2) fy () da dy

— /_Ooo (/_Z o(x/y) 4 (x) da:) fy(y) dy+/0w (/: o(x/y) fx () dw) fy(y) dy

Mit dem Variablenwechsel z = z/y (fir fixiertes y) erhélt man

E [¢(2)} —E

0
= /i </Z ¢(Z)fx(y2)|ydz> fo(y) dy
/O; #e) </Z fX(yz)fY(y)lyldy> dz

und somit hat Z’ die Dichte f;(z) = [*_ f¢(y2)fy (v)|yl dy.

Blo@] = [ (- [ orcwomis) swans [ ([ orcwomis) romd

(¢) Wir kombinieren die Teilaufgaben (a) und (b), um die Dichte von
X X

Sm V'

zu bestimmen. Da X ~ A(0,1), ist die Dichte fx(z) = \/%76_'%2/2, und da Y ~ x2 ist die

Dichte von Y aus (a) bekannt. Durch Einsetzen in die allgemeine Formel aus (b) erhalten wir

fz(z) = /jo Ix(wz) fy (y)lyl dy

- 1 2 mz2 1,2
= o —yxi2, YT m—1 —5y"m )
[m NoTa 2%71r(g)y e 2V "M y>o - [yl dy
m+1

oo
1 mmfl yme—%yQ(m-‘rZ?) dy

S Vmal(g) Jo 2

Mit dem Variablenwechsel ¢ = 1y?(m + 22) erhalten wir

jo%s) m+1 m/2
1 mo2 2t —t 1
z) = el —————dt
fz(z) VmWF(ZL)/o 275 <m+z2) 2t(m + 22)

m+1

i 1 m 2 /Oo tL—l —t dt
VmaD(2) \m 4+ 22 0 ¢
1

also ist die Zufallsvariable Z t-verteilt mit m Freiheitsgraden.
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Losung 11.3

(a)

Aus dem Hinweis folgt, dass

Xn_:u

vn

und somit erhalten wir aus den Hinweisen und dem Resultat aus Aufgabe 11.2 (¢), dass

Vst X, —p

~ N(0,1)

—1 2
EENE
n—1

t-verteilt ist mit n — 1 Freiheitsgraden.

In unserem Modell sind X1, ..., X,, unabhiingig, identisch verteilt mit X; ~ N (u,o?) unter
Py, wobei 6 = (u, 02) ein 2-dimensionaler unbekannter Parameter ist. Aus (a) wissen wir, dass

Xn_/’c

52
n

unter Py

t-verteilt ist mit n — 1 Freiheitsgraden.

Also gilt

X -
—Cl_a/2 < J5n

wobei ¢1_q/2 = Fn__ll(l — §) und F,,_; die Verteilungsfunktion der ¢-Verteilung mit n — 1

Freiheitsgraden ist. Durch Umformen erhalten wir

~ 52 . 52
Xn—Cioap\/— S p<Xn+cioap ] =1l-a
n n

- 2 52
an —Ci-a/2\/ X+ c1-a/2\/ -

ein Konfidenzintervall fiir 1 mit Niveau 1 —a. Fir o = 0.05 erhélt man ¢;_ /2 = co.975 = 2.262.
Das Vertrauensintervall nach 10 Produktionstagen ist also

_ 2 __ 2 . _
lxn _ cl,am/%,xn n cla/m/fo] _ {X” —0.715V52, X, + 0.715\/52]

Py

< Cl—a/2‘| =1- «,

Py

Also ist
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