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Wahrscheinlichkeit & Statistik

Serie 7

Abgabe bis Mittwoch (13.04.2022) um 10:15 Uhr

Diese Serie beschéftigt sich mit dem Konzept der Kovarianz und mit der gemeinsamen Verteilung
stetiger Zufallsvariablen.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

Aufgabe 7.1 [Gemeinsame Verteilung stetiger Zufallsvariablen I]
Die gemeinsame Dichte f(x,y) zweier stetiger Zufallsvariablen X,Y sei im Quadrat @ (vgl. Skizze)
konstant und verschwinde ausserhalb von Q).

v

(a) Bestimme die gemeinsame Dichte von (X,Y).
(b) Bestimme die Randdichten fx und fy der Zufallsvariablen X und Y.

(¢) Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhéngig? Begriinde die Antwort mit einem mathemati-
schen Argument!

(d) Was ist die Antwort in (c), wenn das Quadrat @ um 45 Grad gedreht wird?
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Aufgabe 7.2 [Gemeinsame Verteilung stetiger ZVen II: Extrema gleichverteilter ZVen]
Seien Uy, Us, Us unabhéngige, U([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen. Wir betrachten die stetigen Zu-
fallsvariablen

L= miH(Ul,UQ,Ug) und M := maX(Ul,UQ,Ug).

(a) Berechne die Dichte von M und die Dichte von L.
Hinweis: Berechne E[¢p(M)] (resp. E[¢p(L)]) fir ¢ : R — R stickweise stetig, beschrankt und
verwende die Charaktierisierung aus Proposition 4.16.

(b) Zeige, dass fur ¢, : R — R stiickweise stetig, beschrankt
Blo(M) - w(L)] = [ [ om) 00 6m ~ Olocrcner dtdm.

(¢) Nutze (b), um die gemeinsame Verteilungsfunktion und die gemeinsame Dichte von (M, L)
zu bestimmen.

Aufgabe 7.3 [Korrelation & Unabhingigkeit]
Fiir zwei unabhéngige Zufallsvariablen X, Y ist aus der Vorlesung bekannt, dass

Cov(X,Y) =0,

d.h. die Zufallsvariablen sind unkorreliert. In dieser Aufgabe zeigen wir, dass die Umkehrung dieser
Aussage im Allgemeinen nicht gilt.

(a) Sei X ~U([—m,7]). Zeige, dass Y := cos(X) und Z := sin(X) unkorreliert sind, d.h.

Cov(Y, Z) = 0.
(b) Zeige, dass Y und Z nicht unabhéngig sind.

Aufgabe 7.4 [Gemeinsame Verteilung stetiger ZVen III: 2-dim. Normalverteilung]
Seien X1, X zwei stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

*;ex ,lm, T e -
fX17X2(33'1,1172)7 (27r)2det(2) p( 2( /l‘) b ( /1'))3

g €R?, MY CcRr? und ¥ = Y11 Xip € R2X2
€2 M2 Z32,1 E2,2

mit 2172 = 2271 und det(E) > 0.

wobei

(a) Zeige, dass Var(Xy) = Xq,1, Var(Xs) = ¥z 9 und Cov(Xq, Xa) = Xq 0.
Hinweis: Benutze, dass [~ exp(—aa? — bx)dx = \/gexp(%) fir a >0 und b € R.

(b) Zeige, dass X; und X3 genau dann unabhéngig sind, wenn Cov(X1, X5) = 0.
Anmerkung: Dies ist eine besondere Figenschaft der mehrdimensionalen Normalverteilung.

Die Verteilung von X = (X1, X») € R? wird zweidimensionale Normalverteilung genannt.
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Losung 7.1

(a) Die Fliche von Q ist 4 - 51 = 2. Mithilfe von Satz 5.9 konnen wir schliessen, dass die
gemeinsame Dichte f durch

falls (z,y) € Q,

o[

f(os,y) =

0 sonst,
gegeben ist.

(b) Fiir die Randdichte fx sind 2 Félle zu unterscheiden. Fiir —1 < 2 < 0 gilt

14z

> e q 1 1
fx(z) = [z, y)dy = *dy=fy‘ =_(l4z+14+2)=1+az.
—o0 11—z 2 279 1-1—=z 2

Fir 0 <z <1 gilt

Rl -z 1 1 (1-= 1
fx(w)=/ f(x,y)dy=/ sty=3y =s0-z+l-z)=1-w

—1+z —14
Also ist
1+ falls —1 <2 <0,
fx(@) = 1—2 falls0 <z <1,
0 sonst.

Aufgrund der Symmetrie ist fy = fx, d.h.

14y falls —1<y <0,
fry)=4 1—y falls0<y <1,
0 sonst.

(c) Wegen fx(z)fy(y) # 3 = f(z,y) folgt aus Theorem 5.11, dass die Zufallsvariablen X und Y
abhéngig sind.

(d) Dank der Symmetrie kann man immer noch schliessen, dass in diesem Fall die Randdichten
gleich sind; zudem sind sie aber auch konstant auf dem Intervall [—%, %], d.h.

Lo falls — L <ux

fxle) = o) = { 7 2

1
<L,

S

sonst.

Wegen fx(z)fy(y) = % = f(z,y) folgt in diesem Fall aus Theorem 5.11, dass die Zufallsvaria-
blen X und Y dann unabhéngig sind.

Losung 7.2

(a) Variante 1: Wir folgen dem Hinweis und berechnen E[¢p(M)] fiir ¢ : R — R stiickweise stetig
und beschrankt.

Hierzu stellen wir zundchst fest, dass die Zufallsvariable U; die Dichte fi(u) = 1,¢[0,1) hat
und da Uy, Us, Us unabhéngig und identisch verteilt sind, folgt aus Theorem 5.11, dass die
drei Zufallsvariablen die gemeinsame Dichte

flur,ug,uz) = Ly ep01] * Lusefo,1] - Luseo,1]
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haben. Sei nun also ¢ : R — R stiickweise stetig und beschriankt. Wir berechnen mittels
Proposition 5.9

E[p(M)] = / / / ¢ (max(uy, uz,u3)) Ly, cjo,1] - Lusefo,1] - Lusefo,1jdurduadus

1 1 g1
= / / / ¢ (max(uy,ug, uz)) dudusdug.
o Jo Jo

Wir unterscheiden nun verschiedene Féllen, je nachdem welche Variable das Maximum

annimmt. Es gilt
1= Z ]luigujguka
i,5,k:{4,5,k}={1,2,3}

wobei wir iiber die sechs moglichen Permutationen von (1,2, 3) summiert haben. Wir berechnen
nun das Integral fiir den Fall ug < us < uy:

1 1,1
/ / / ¢ (max(u1, u2,u3)) Lyy<u,<u, du1dusdus
o Jo Jo

Z/Ol¢(U1) /0“1 (/(]Mdu?))dw du1=/01¢(ul);“%d“1

=us
° 1
= / (;5 ('U,l) §U%1u16[071] du1

Da die sechs Falle symmetrisch sind, erhalten wir
Eo(M)) =6+ [ 6(m) 3m*Lneo dm,

und somit ist die Dichte von M gegeben durch fy,(m) = 3m2]lme[071].
Um die Dichte von L zu bestimmen, kénnen wir analog zur obigen Berechnung vorgehen und
erhalten f,(¢) = 3(1 — £)?1,¢[o,1). Alternativ kdnnen wir feststellen, dass

L= Inin(Ul,Ug, Ug) =1- max(l - []17 1-— U27 1-— U3)

Da (1 — U, 1 — Uy, 1 — Us) aus Symmetriegriinden die gleiche gemeinsame Dichte hat wie
(Uy,U,Us), hat L die gleiche Dichte wie 1 — M und auf diese Weise erhélt man ebenfalls

fr@) =301 = £)*Lecpo,1)-

Variante 2: Wir bestimmen die Verteilungsfunktion und leiten diese dann ab.

Wir bemerken zuerst, dass der Wertebereich von M das Einheitsintervall [0,1] ist. Fur

m € [0, 1] gilt mit der Unabhéngigkeit und der Gleichverteilung von Uy, Us und Us, dass
P[M < m] = P[U; <m,Uy <m,Us <m] = (P[U; <m])® =m?>.

Also ist die Verteilungsfunktion F); von M gegeben durch

0 fir m < 0,
Fy(m)=<(m3 fir0<m<1,
1 far m > 1.

Fiir m € (0,1) gilt also
far(m) = F(m) = 3m?,
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und somit ist die Dichte von M gegeben durch

0 fur m < 0,
fu(m)=4{3m? fir0<m<1,
0 fir m > 1.

Um die Dichte von L zu bestimmen, kann man analog vorgehen oder wie in Variante 1 die
Symmetrie nutzen. In beiden Féllen erhélt man f7(¢) = 3(1 — £)*Lye(o 1;-

(b) Seien ¢,v : R — R stiickweise stetig und beschrinkt. Mittels der gemeinsamen Dichte von
Ui, Us, Us aus Teilaufgabe (a) und Proposition 5.9 berechnen wir

E[¢p(M

- / / / & (maxc(uy, uz, u3)) ¥ (min(u, uz, u3)) Lurepon - Luse(on] - Lusefo,ydusduadus

1 1 pl
= / / / ¢ (max(ug, ug, us)) ¥ (min(u, us, uz)) dui dusdus.
o Jo Jo

Hierbei haben wir fiir die Anwendung von Proposition 5.9 verwendet, dass f(u1, ug, us) :=
¢ (max(uy,uz, uz)) ¥ (min(uy, us,u3)) eine Funktion von R? nach R definiert.

Wir unterscheiden wieder verschiedene Féllen, je nachdem welche Variable das Maximum und
welche das Minimum annimmt. Es gilt

1= E ]luigujvgukv

.4,k {4,5,k}={1,2,3}

wobei wir iiber die sechs moglichen Permutationen von (1,2, 3) summiert haben. Wir berechnen
nun das Integral fiir den Fall ug < us < uq:

1 1 pl
/ / / ¢ (max(uz, ug, ug)) ¥ (min(u, g, ug)) Lyy<u,<u, du1dusdus
o Jo Jo

/01 /01 /01¢(u1)1/}(U3) Loy <<y dug dusdu
—/01¢(U1) /Ou Wb(us) (/uu du2> dus | duy
Mus

=UuU1—Uu3s

1 1
= / @ (u1) Y(usz)(ur — us) Lyy<u, durdus
0 0

Da die sechs Félle symmetrisch sind, erhalten wir

Blo(Mu(L) =6 [ h / " myp(0)(m — O)Lo<ecmer dm,

was zUu zeigen war.
(c) Fir a,b € R wihlen wir ¢(z) := 1<, und () := 1,<; und erhalten

FNI’L(CL,I)) = P[M <a,L< b] E[ ]]-L<b]

M<a
/ / L<ale<p - 6(m — £)Lo<p<m<1 dmdl
[

6 ’ITL £ ]10<Z<m<1 dmdl
oo
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und somit folgt geméss Definition 5.7, dass (M, L) die gemeinsame Dichte
far,(m, €) = 6(m — ) Lo<r<m<t

hat. Um die Verteilungsfunktion zu erhalten, berechnen wir obiges Integral. Wir stellen
zunéchst fest, dass die Verteilungsfunktion fiir a ¢ [0, 1] oder b ¢ [0, 1] leicht zu bestimmen
ist. Genauer gilt fir a < 0 oder b <0, dass Fir,.(a,b) = 0, fiir b > 1 erhalten wir

Fur(a,b) = Fyr(a) = @®

und fir a > 1,
Fuar(a,b) = Fr(b) =1— (1—b)>

Weiterhin gilt fir 0 < a <5 <1

FM’L(CLJ)) :]P)[M <a,L< b]

Fir 1 <b<a <1 berechnen wir

a b a min(b,m)
P[M S a, L S b] = / / 6(m — e)]logggmgl dmdl = / (/ 6(m - f) d£> dm
—00 J —00 0 0

a . b a
= / [6me — 36220 gy — / 3m2 dm + / 3b(2m — b) dm
0 b

= b+ [3b(m® — bm)], = b + 3ab(a — b).
Losung 7.3
(a) Wir zeigen zuerst, dass Y und Z unkorreliert sind. Nach Definition der Kovarianz ist

Cov(Y,2) = E[YZ] — E[Y]E[Z]
= X) sin(X)] — E[cos(X)]E[sin(X)]

L / ctersinerie (- [ eotorie) (1 [ sora)

=5 cos(x) sin(z)dzx,

und mit partieller Integration erhalten wir

/Tr cos(z) sin(z)dx = [Sinz(x)]iz:r - /Tr sin(z) cos(z)dx = — /Tr sin(z) cos(z)dz.

—T —T —T

Also ist 1
— cos(x) sin(z)dr =0
27 J_,

und
T

1
Cov(Y, 2) = o / cos(z) sin(x)dz = 0.
™ —T
Alternativ: Aus sin(z) cos(z) = 5 sin(2z) folgt, dass
T . 1 s ) 1 _
/ cos(z) sin(z)dx = 5/ sin(2z)dx = —Z[cos(2:t:)]£=7i7T =0

—1T

wegen cos(2m) = cos(—2m) = 1.
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(b) Wir zeigen nun, dass Y und Z nicht unabhéngig sind. Wegen

Y2+ 7% = cos?(X) +sin?(X) =1

ist
0<P[Y?<1/2,Z> <1/2] < P[Y*+ 2% <1]=0.
Jedoch ist
2 1"
P[Y < 1/2] = % - 1{0052(y)<1/2}dy
1 s
=5 | Neuvacesw< v @
1 s
= % 1{71'/4<y<37r/4}u{737r/4<y<771'/4}dy
1 (37 m™ —m =3m
= — _—— = + _—
2m \ 4 4 4 4
1
=3
Analog erhélt man
P[Z* <1)2] = -.

o N

Angenommen Y und Z sind unabhiingig. Dann sind auch Y2 und Z? unabhiingig. Wegen

PlY? <1/2,7% <1/2] =0 # i = = P[Y? < 1/2|P[Z? < 1/2]

1
2

N |

ist dies jedoch ein Widerspruch. Also sind Y und Z unkorreliert, aber nicht unabhéngig.
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Losung 7.4

(a) Die Inverse von ¥ ist

y-1 1 Yoo  —X1p2
det(X) \ =221 X11 /°

Damit folgt aus Proposition 5.10, dass die Randdichte von X3

fxl(xl) = /OO le,X2(.’E1,£L'2)d£L'2

—0o0

exp (;@: W) TE - u)) diy

1 /OO
QW\/det(Z) —00
1 e 1
o /7(21613(2) /_oo exXp ( - 2det(2) ((‘rl - /141)

—2(x1 — p1) (2 — p2)X12 + (x2 — M2)221,1)>d$2

%99

1 1

g @ (e (-

X /OO exp <_2de1t(2) (=2(x1 — pn) (w2 — p2)T12 + (2 — N2)22171)) dy

— 00

1 1 ,
= s (i (@1~ 72 )

> 1
- /,oo P (Qdet(Z) (=2(@1 = p)y2¥,2 + y§21,1)> dys

oo

— m exp <_2delt(§])((x1 — ,u1)22272> Lm exp (—ayg - byg) dys
1 1 9 7 b2
sz e) o ()
1 1 (wy — 1) T b2
= mexp <_2Z]L1doe‘c(Xl)Zl’122’2) \/ZGXP <4a> )

wobei wir nach der dritten Gleichheit die Variablentransformation y, := x2 — e gemacht
haben, ab der fiinften Gleichheit

Z1 1
= d b:=—(x1—
T etz M (@1 = p)

Y12
det(X)

gesetzt haben und bei der siebten Gleichheit den Hinweis benutzt haben. Insbesondere ist

\/?e b2 2rdet(¥) (1 (21— p1)°%3 5
Texp () = [2mdets) (LW T M) 21
a P\ 4a S P 2TE  det(D)

und damit ist

R o 1 (21— p1)*(B11 82,2 — X7 )
V2, P\ T2 1.1 det(3)
( 1 (g — pp)? det(Z))
=————exp|—2
Nz 2 D1 det(s)
Lo p)?
2
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Wir erkennen nun, dass Xq ~ N (1, ¥1,1). Analog zeigt man Xy ~ N (p2, X2 2). (Das ist auch
klar aus der Symmetrie des Problems.) Also ist Var[X;] = 311 und Var[Xs] = 33 5 sowie
E[X1] = 1, E[Xa] = po.

Nach Definition der Kovarianz ist
Cov(X1,Xs) = E[(Xl — B[ X1))(X2 — E[Xg])]

oo oo
= / / (w1 — p1) (w2 — p2) fx, x, (21, w2)d21das.
—o00 J —00
Mit der Variablentransformation y; := 27 — p1 und yo := x5 — uo folgt, dass

Cov(X1, Xo) = / / yoy1 fxy,x, (Y1 + t1, Y2 + po)dyadys

1

1 oo oo ,
T o ex (42
274/ det(X) [oo /700 Y241 &xXp ( 2det () (yl 2,2

— 2% 1 201Y2 + y521,1)> dy1dys

1 o0 00 1 ,
T ol e ex - - )
2w det(E) »[m v [m Y2 exp ( 2det(§]) (yl 2,2

— 2X1 20192 + y521,1)> dy2dy

vl I ity (1 5m)
= exp | — —2— -
2 /det®) Jooe ) 2P T 2dee(my L\ 2T B

det(X
+ 22( >yf)>dyzdy1
1,1

:;/Oo ylexp<— ui )/"0 1o €XP __Zn
2my/det(X) J oo 2X11/) Jooo 2det(X)

2 )’
X <y2 - leyl) >dy2dyla

wobel wir in der vierten Gleichheit

> ’ 1 det(S
Yi¥oz — (1291> S =yia— (BT - Eiz) = ( )y%
Z1,1 2171 21 1

)
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benutzt haben. Nun ist
y exp 211 y - @y 2 dy
2 2det 2 2171 ! 2
B E1 2 E1,2 oxc B Y1 B b))
Yo— o1+ 72171111 p 72det(2) Y2 72171
:/ IR oxo [ — Y11 AR ? d
. Y2 ELlyl p 2det(§]) Y2 21,1y1 Y2

L S /wex C S (S VY,
2 TP T 2det(m) \ 2T m b2

+E1,2 /OO oxo [ — Y11 ERE 2 d
21,1y1 . p 72det(2) Y2 Tllyl Y2

s

Y12 /Oo 1 ( Y12 )2
=0+ == ex — — = d
D11 Y1 . p Qd;tl(?) Y2 D1 hn Y2
Y2y 27ngtf) /°° 1 ( RIE )2 d
Y1 exp | — Y2 — Y1 Y2
Y11 0 dgtl(?) oo 2dg1(?) 211

21 2 det(E)
: 2 .
S T

,1

Die dritte Gleichheit folgt durch die Variablentransformation zy := yo — %yl, die vierte

Gleichheit gilt, weil der Integrand im ersten Integral ungerade ist, und bei der letzten Gleichheit
haben wir benutzt, dass das Integral und der Nenner vor dem Integral das Integral {iber die
Dichte einer Normalverteilung ist. Somit ist

X,
Cov(X1,Xo) = 21 ) Tzl 1 / y1 exp ( 2%, ) dyy

E ( 21 Ml)z)
eX —_— dZ
Z1 1 «/2#21 1 P ( 211 !

Hier haben wir bei der zweiten Gleichheit die Variablentransformation z; := y; + @1 verwendet.

(b) Aus der Vorlesung ist schon bekannt, dass Cov(X7, X3) = 0, falls X; und X, unabhéngig
sind. Nehmen wir also an, dass Cov(X7, X2) = X1 2 = 331 = 0. Man rechnet leicht nach, dass
dann

fx0 % (®1,22) = fx,(21) fx,(z2) fiir alle (z1,22) € R

gilt. Also sind X; und X, unabhéngig.
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