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Serie 9

Abgabe bis Mittwoch (04.05.2022) um 10:15 Uhr
Diese Serie beschiftigt sich mit dem Konzept von Schétzern und mit der y2-Verteilung.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

Aufgabe 9.1 [Schitzer I: gleichverteilte Zufallsvariablen]
Seien X7, ..., X, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit X; ~ U([0 — 1,0]) unter Py,
wobei 6 € R ein unbekannter Parameter ist. Fiir 6 bieten sich

7™ = Z (X;+1/2) und T\ = max(Xy,..., X,)

3\’—‘

als Schitzer an. Wir untersuchen in dieser Aufgabe, welche Eigenschaften diese beiden Schétzer
besitzen.

(a) Untersuche, ob die Schétzer erwartungstreu sind.
(b) Berechne die Varianzen der Schétzer Varg [Tl(")] und Vary[T: 2(")}
(c) Berechne die mittleren quadratischen Schiitzfehler MSE,[T\™] und MSE[T{™].

Aufgabe 9.2 [Schitzer II: Hochwasser im Ziirichsee]

Wir betrachten Pegelstande bei Hochwasser im Ziirichsee. Hochwasser bedeute dabei, dass der
Pegelstand die kritische Marke von 140 cm iiber Normalniveau iiberschreitet. Die Zufallsvariable X
messe die Wasserho6he in cm iiber der kritischen Marke. Zur Modellierung von X koénnen wir eine
sogenannte verallgemeinerte Pareto-Verteilung mit Dichte

f (x-e>—{é<1+x>—<1+é> falls & > 0,

0 falls x <0
verwenden. Dabei ist § > 0 ein unbekannter Parameter, der auf Basis von Daten x4, ..., z, geschitzt
werden soll; diese Daten werden wie iiblich als Realisierungen von Zufallsvariablen Xi,..., X,

aufgefasst, die fiir jede Wahl des Parameters 6 unter Py u.i.v. sind mit Dichte fx(x;8). Als Schétzer
fiir 0 verwenden wir .
T =3 log(1 + Xi)

‘ n
=1

(a) Berechne den Erwartungswert und die Varianz von T(*) im Modell Py fiir jedes 6 > 0.
Hinweis: Benutze, dass Y; = log(1 + X;) ~ Exp() ist, d.h. ¥; hat unter Py die Dichte

Fr(y) = §e™ 7L gyz0-
(b) Ist T(™ ein erwartungstreuer Schétzer fiir 67

(c) Berechne den mittleren quadratischen Schitzfehler MSE[T™)] im Modell Py fiir jedes 6 > 0.

1/5



Wahrscheinlichkeit & Statistik, F'S 2022 Serie 9

Aufgabe 9.3 [y?-Verteilung]
Sei Y eine x2-verteilte Zufallsvariable mit n € N, das heisst

oy
i=1
wobei X1, ..., X, unabhingig und N (0, 1)-verteilt sind.

(a) Zeige, dass
E[Y]=n und o% =2n

gilt.

(b) Gebe mit Hilfe der Chebyshev-Ungleichung eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit

o[- <om]

n

Berechne die Schranke fiir n = 12.

(c) Berechne fiir n = 12 eine Anndherung fiir die obige Wahrscheinlichkeit mit Hilfe des zentralen
Grenzwertsatzes.
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Losung 9.1

(a)

Sei 0 € R fixiert. Aus der Gleichverteilung folgt, dass

n I 1 1 11
Ee[Tf )] = <n ZEG[Xi]> 3= =Eo[X1] + 3 =0 - 3 + 3= 0.
=1

Somit folgt, dass der Schétzer Tl(n) erwartungstreu ist.

Um die Rechnung fiir den anderen Schétzer zu vereinfachen, fiilhren wir die Zufallsvariablen
Y; = X; — (0 —1) ein. Unter Py sind Y7, . ..,Y,, unabhingig und ([0, 1])-verteilt. Insbesondere
ist

Y = max{V1,...,Y,} =max{X1,..., X, } — (0 - 1) =T\ — (0 - 1).
Um den Erwartungswert von Y (") unter Py zu bestimmen, berechnen wir zunéchst die
Verteilungsfunktion und die Dichte von Y("). Es gilt

Py (a) =Pa[Y™ <a] =Py[Y1 < a,...,Y, <a] = [[Po[¥i < a] =P[V1 < a]"

i=1
0, fiira<O0,
=qa", firace]0,1],
1, fira>1,

und somit
Sy (@) = na" Maeo)-
Es folgt, dass

1 1
Eo[Y ™) = / a-na" tda = n/ a™da
0 0

a=1
zn[ L a”“} - =1- 1 .
w—g nH+1 n+1

Also ist
1

n+1

n n 1
Eo[T3") = BolY ™) + (0 - 1) =1~ —— +(0-1) =0~

Der Schétzer Tz(n) ist somit nicht erwartungstreu.

Wir erinnern zuerst daran, dass Var[Z + b] = Var[Z] fiir eine beliebige Zufallsvariable Z und
b € R gilt. Also folgt wegen der Unabhingigkeit von Xi,..., X,, und Y7 ~ U(0,1), dass

(n) 1 1
Varg[ Z Varg[X; — (60 — 1)] Z Vary[Y; EV&I‘@ V1] = Ton-

Um die Varianz des anderen Schitzers zu bestimmen, berechnen wir zuerst Varg[Y (™)]. Auf
ahnliche Weise wie in a) erhalten wir

Eg[(Y (n))?] zn/o a*a"tda

1
= n/ a"da
0

1 a=1
n |: an+2:|
n—+2 a=0
n

n+2
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Also ist
Varg [Tz(n)] = Varg[Y™ + (6 — 1)] = Vary[Y ™]

2
= Ey[(Y(n))?] — (Eg[Y ™))% = nto <n—|— 1> C (n+1)2(n+2)

(¢) Aus den Teilaufgaben (a) und (b) erhalten wir den mittleren quadratischen Schétzfehler der

beiden Schéatzer:

MSEg[T\™] = Varg[T™)] + (Bo[T(™] — 0)2
_ +0= L
12n T 12n

MSE[T{™] = Varg[TS™] + (Bo[TS™] — 0

=
>
—
Do

i mry

Losung 9.2

(a) Die Linearitiat des Erwartungswertes liefert

_ % > Egllog(1 + X;)] = Eo[log(1 + X1)).

i=1

1 n
- E log(1 + X;)
n

i=1

Eo[T™] = Eg

Nach dem Hinweis ist V7 := log(1 + X1) ~ Exp(5). Also ist Eg[Y1] = 6 und Vary[Y;] = 62.

Daher gilt Eg[T(™)] = Ey[Y1] = 6.
Die Varianz rechnen wir auf eine dhnliche Weise aus:

1 n
== Z Varg[log(1 + X;)]

i=1

1 n
23 log(1 + X,
=~ log(1+X;)

i=1

1 1 1
= —Varg[log(1+ X;)] = —Vary[V3] = —6?%
n n n

Varg[T™] = Var,

(b) Aus (a) folgt, dass Eg[T™] = 0, d.h. T ist erwartungstreu fiir 6.

(c) Da der Schitzer erwartungstreu ist (siehe (b)), erhalten wir

2
MSEy[T™] = Varg[T™] = iy
n

Losung 9.3
(a) Aus der Definition von Y folgt

n n

EY] =) EX]=) 1=n.
i=1 i=1
Andererseits ist wegen Unabhéngigkeit und identischer Verteilung

E[Y? = E[(X? + X3 + -+ + X2)?] = nE[X]] + n(n — 1)(E[X]])>.
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Mit E[X?] =1 und

erhalten wir schliesslich E[Y?] = 3n + n(n — 1) = n? + 2n, und daraus

Var[Y] = (n? 4 2n) — n? = 2n.

Alternativ: Mit X7, ..., X, sind auch XZ,..., X2 unabhiingig und damit ist
Var[Y] = ZVar[Xiz] = nVar[X7].
i=1

Wie oben ist
Var[X7] = E[X{] — (E[X7)* =3 -1=2,
also Var[Y] = 2n.

(b) Mit der Chebyshev-Ungleichung erhalten wir

Y Y -
Pl|=-1/<075| = P M3 ey —Ey) s 2
n n 4 4
Var[Y] 32 19 .
= T on?/16 9n ( g7 = O-T037 fir )

(c) Seien Z; := X2 fiir i = 1,...,n. Dann gilt Z; ~ X2, also E[Z;] = 1 und Var[Z;] = 2. Mit dem
zentralen Grenzwertsatz folgt, dass

>~<

—-n

IN

=W W

3

[t o]
|
o

=2¢

Il
~
~
I
3

IN

9

Q

NG IV
N

)=+(-33)
W)

Wir schreiben hier & fiir die Anndherung mit Hilfe des zentralen Grenzwertsatzes, die fiir
n — oo gilt. Fiir n = 12 ist

7N

Y 3
P Hn — 1‘ < 0.75] ~ 20 (4\/6) —1=2%(1.837) — 1 ~ 0.9338.
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