D-INFK Prof. Vincent Tassion
FS 2022 Laurin Kohler-Schindler

Wahrscheinlichkeit & Statistik

Quiz 10

Onlineabgabe vor Beginn der Ubungsstunde:
Montag (09.05.2022) um 16:15 Uhr oder Dienstag (10.05.2022), um 14:15 Uhr

Dieser Quiz beschéftigt sich mit der Maximum-Likelihood-Methode und wendet diese fiir die
geometrische Verteilung und die Exponentialverteilung an.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

1. Sei © = [0, 1]. Wir betrachten die Modellfamilie (Py)gco, wobei X1, ..., X, unter Py unabhéingig,
identisch verteilt sind mit X; ~ Geom(f#). Was ist die Likelihood-Funktion L(z1,...,x,;6) fir
Xiy..,Tn €4{1,2,...37

(a) (1 _ 0)x1+...+zn
Leider nicht.

(b) O™ - (1 — g)r+-+on
Leider nicht.

(¢) 67 (1—@)rr+ton—n
Richtig!

(d) (1—g)zr+oton—n
Leider nicht.

Fiir eine Geom()-verteilte Zufallsvariable X (unter Py) gilt Pp[X = 2] = 0 - (1 — 6)*~! fiir alle
z € {1,2,...}. Da die Zufallsvariablen X1, ..., X,, unabhingig sind, erhdlt man die Likelihood-
Funktion

L(w1,. .. 20:0) =Po[Xy = 1,..., X = 2] = [ [Po[Xi = ] = 0" - (1 — )" T o,

i=1
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2. Weiterhin sei © = [0,1] und X3,..., X, seien unter Py unabhéngig, identisch verteilt mit
X1 ~ Geom(6). Was ist die log-Likelihood-Funktion?

(a) n-log(@)+ (x1+...+x, —n) - log(l —6)
Richtig!
(b) (z1+...+z, —n) log(l—0)
Leider nicht.
(¢) (x1+...4z,) log(l—16)
Leider nicht.
(d) n-log(@) + (x1+...+z,) log(l —0)
Leider nicht.
In der vorherigen Frage haben wir gezeigt, dass die Likelihood-Funktion gegeben ist durch
L(xy,...,2,;0) =0 (1 — @)= FFon—n
Somit ist die log-Likelihood-Funktion fir z1,...,x, € {1,2,...} gegeben durch

n-log(d) + (x1 + ...+, —n) - log(1 — 0).
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3. Weiterhin sei © = [0,1] und X3,..., X, seien unter Py unabhéngig, identisch verteilt mit
X1 ~ Geom(6). Was ist der Maximum-Likelihood-Schétzer Ty, fiir 07

Xi+..+ X,
(a) S

Leider nicht.

(b) X1 +” +Xn
Richtig!

(C) 1 p n TN

Leider nicht.

(d) X1+---T-|L‘Xn+"

Leider nicht.
In der vorherigen Frage haben wir gezeigt, dass die log-Likelihood-Funktion gegeben ist durch
n-log(0) + (x1 + ...+ x, —n) -log(1 — 0).

Wir setzen nun die Ableitung der log-Likelihood-Funktion nach 6 gleich 0 und erhalten

SR B LU SR n—nf=(r+..2,) 0—-nb <= b= ———

n
0
und somit

n

Typ = — .
ML= X+ F X,
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4. Sei © = (0,00). Wir betrachten die Modellfamilie (Pp)gco, wobei X7, ..., X,, unter Py unab-
héngig, identisch verteilt sind mit X; ~ Exp(#). Was ist die Likelihood-Funktion L(z1,...,2,;0)
fiur xq,...,x, > 07

(a) 6—0(x1+...+zn)
Leider nicht.

(b) 0 - 670(11+...+xn)
Leider nicht.

(C) g . e—0(z1+..+an)
Richtig!

(d) nom . 6—0(m1+...+wn)
Leider nicht.

Eine Exp()-verteilte Zufallsvariable X (unter Pg) hat Dichte fx(x) = e %%1,50. Da die Zu-
fallsvariablen X1, ..., X, unabhéngig sind, haben die Zufallsvariablen X3, ..., X,, eine gemeinsame
Dichte und wir erhalten die Likelihood-Funktion

n
Ly, ... 20;0) = fix,,.. . x) (@15, 005 0) = H 06_0“]1%20 = 9”6_9(”1"’"'“3")]1I17,__,,3n20.
=1

5. Weiterhin sei © = (0,00) und Xy, ..., X, seien unter Py unabhéingig, identisch verteilt mit
X1 ~ Exp(6). Was ist die log-Likelihood-Funktion fiir z1,...,2, >0 7

(a) —O0(x1+...+zy)
Leider nicht.
(b) log(f) —O(x1+ ...+ zp)
Leider nicht.
(c) log(n)+n-log(f) —O(x1 + ...+ x,)
Leider nicht.
(d) n-log(d) —6(x1+...+xp)
Richtig]!
In der vorherigen Frage haben wir gezeigt, dass die Likelihood-Funktion gegeben ist durch
L(zy,...,2,;0) = gre— 0@t Fon)
Somit ist die log-Likelihood-Funktion fiir z1,...,x, > 0 gegeben durch

n-log(0) —O(z1 + ... + ).
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6. Weiterhin sei ©® = (0,00) und Xj,...,X,, seien unter Py unabhingig, identisch verteilt mit
X1 ~ Exp(6). Was ist der Maximum-Likelihood-Schétzer Ty, fir 67

(a) X1+-?-1-+Xn

Richtig!
(b) Xi+...+X,

Leider nicht.

Xi+..+X
(C) 1 p n

Leider nicht.

(d) X1+--1-+Xn

Leider nicht.

In der vorherigen Frage haben wir gezeigt, dass die log-Likelihood-Funktion gegeben ist durch
n-log(d) —O(x1 + ...+ xy,).

Wir setzen nun die Ableitung der log-Likelihood-Funktion nach 6 gleich 0 und erhalten

n n
- = -« f=—
0 (@144 2n) 1+ ... +x,

und somit
n

T = —
ML= X T FX,
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