D-INFK Prof. Vincent Tassion
FS 2022 Laurin Kohler-Schindler

Wahrscheinlichkeit & Statistik

Quiz 4

Onlineabgabe vor Beginn der Ubungsstunde:
Montag (21.03.2022) um 16:15 Uhr oder Dienstag (22.03.2022), um 14:15 Uhr

Dieser Quiz beschéftigt sich mit diskreten und stetigen Zufallsvariablen, mit dem Zusammenhang
zwischen Dichte und Verteilungsfunktion und mit Beispielen wichtiger Verteilungen.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

1. Was gilt fiir eine stetige Zufallsvariable?
(a) Die Verteilungsfunktion ist stetig.
(b) Die Dichtefunktion ist stetig.

(¢) Weder noch.

Die Verteilungsfunktion einer stetigen Zufallsvariable ist stetig. Fiir die Dichte muss dies nicht
gelten. Gegenbeispiel: Die Dichtefunktion einer gleichverteilten Zufallsvariable auf [0, 1] ist an den
Stellen 0 und 1 nicht stetig.

2. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
(Mehrere richtige Antworten maglich.)

(a) Die kumulative Verteilungsfunktion kann bei stetigen Verteilungen auch einmal (strikt) grosser
als 1 sein.

(b) Die Dichtefunktion kann bei stetigen Verteilungen auch einmal (strikt) grosser als 1 sein.

Die Verteilungsfunktion ist immer kleiner oder gleich 1. Fiir die Dichtefunktion muss dies aber
nicht gelten (Beispiel: Gleichverteilung auf dem Intervall [0,1/4].
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3. Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion Fx. Welche Aussage ist korrekt?
Fx(x)

0.75 + e—o0

0.25

—92 1 1 2 3 4

(a) Die Zufallsvariable X ist stetig.

Leider nicht. An den Stellen 1 und 3 ist die Verteilungsfunktion nicht stetig.
(b) Die Zufallsvariable X ist diskret.

Leider nicht. Die Zufallsvariable nimmt Werte in [—1,1] U {3} an.

(¢c) Die Zufallsvariable X ist weder stetig noch diskret
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4. Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion Fy. Welche der folgenden Aussagen sind
korrekt?
(Mehrere richtige Antworten mdaglich.)

Fx(I)

0.75 | e——oO

0.25

—92 _1 1 2 3 4

(a) P[X =0]=1/4
Leider nicht. Die Verteilungsfunktion ist an der Stelle x = 0 stetig.
(b) P[X =3 =1/4

Richtig! Die Verteilungsfunktion macht an der Stelle z = 3 einen Sprung der Hohe 1/4.

Leider nicht. Die Verteilungsfunktion macht an der Stelle z = 3 einen Sprung der Hoéhe 1/4.
() Po<X<1]=1/4

Leider nicht. P0 < X <1]=P0< X < 1]+PX =1]=1/4+1/4=1/2.
(f) PO<X<1]=1/2

Richtig! P0< X <1]=P[0< X < 1]+PX =1]=1/4+1/4=1/2.
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5. Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion F'x. Welche Aussage ist korrekt?

Fx ()
1 P
0.75 | &—O
0.5
gR2E5+—0
) ‘ ‘ ‘ ‘ X
2 1 1 2 3 4

(a) Die Zufallsvariable X ist stetig.

Leider nicht. An den Stellen —1, 1 und 3 ist die Verteilungsfunktion nicht stetig.
(b) Die Zufallsvariable X ist diskret.

Richtig! Die Zufallsvariable nimmt Werte in {—1,1,3} an.
(c) Die Zufallsvariable X ist weder stetig noch diskret

Leider nicht.
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6. Wir betrachten die folgende Verteilungsfunktion F'x. Welche Aussage ist korrekt?

Fx ()
1,,
0.75 |
0.5
0.25
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X
2 1 1 2 3 4

(a) Die Zufallsvariable X ist stetig.

Richtig! Die Verteilungsfunktion kann als Fx(a) = fjoo f(z)dz geschrieben werden, wobei f(z) = 0 fur
z ¢ [—1,2] und f(z) =2(x+1)/9 fur z € [-1,2].

(b) Die Zufallsvariable X ist diskret.
Leider nicht. Die Zufallsvariable nimmt Werte in [—1, 2] an.
(c) Die Zufallsvariable X ist weder stetig noch diskret

Leider nicht.

7. Sei X eine diskrete Zufallsvariable. Ist die Zufallsvariable Y := /2 - X diskret?
(a) Ja.
(b) Nein.

Da X diskret ist, gilt P[X € W] = 1 fir eine endliche oder abzéhlbare Menge W. Somit gilt
PY € W] =1, wobei W' := {\/2-w:e€ W}

8. Sei X eine stetige Zufallsvariable. Ist die Zufallsvariable Y := 10 - X stetig?
(a) Ja.
(b) Nein.

Gemiiss Definition einer stetigen Zufallsvariable hat X eine Dichte f. Es gilt also Fy(a) =
PlY <a] =P[X <a/10] = Fx(a/10) = ffgo f(x)dz = [*__1/10- f(y/10)dy. Hieraus folgt, dass
Y ebenfalls eine Dichte hat und somit eine stetige Zufallsvariable ist.

5/8



Wahrscheinlichkeit & Statistik, F'S 2022 Serie 4

9. Sei X eine beliebige Zufallsvariable. Ist Y := | X | immer eine diskrete Zufallsvariable? (Zur
Erinnerung: Fiir € R bezeichnet |x| die grosste ganze Zahl kleiner oder gleich z, z.B. |7] = 3.)

(a) Ja.
(b) Nein.
Die Zufallsvariable Y nimmt Werte in Z an und ist somit diskret.

10. Sei X die Anzahl der Einsen, die in 10 unabhéngigen Wiirfen mit einem fairen Wiirfel geworfen
wird. Welche Verteilung kommt fiir X in Frage?

(a) Bernoulli verteilt mit Parameter p = 1/6.

(b) Geometrisch verteilt mit Parameter p = 1/6.

(c) Binomialverteilt mit Parameter n = 10 und p = 1/6.
(d) Poisson verteilt mit Parameter A = 5/3.

Aus Proposition 3.11 wissen wir, dass hierfir die Binomialverteilung mit Parametern n = 10 und
p =1/6 in Frage kommt.

11. Eine Firma erhélt eine grosse Lieferung von 10 verschiedenen Materialien. Aus Erfahrung
wissen wir, dass im Schnitt 5% der Materialien mangelhaft sind. Nehme an, dass die Materialien
unabhéngig voneinander sind. Dann gilt:

(a) Die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Materialien mangelhaft sind, ist

1
< 20) 0.058(1 — 0.05)2.

(b) Die Wahrscheinlichkeit, dass genau zwei Materialien mangelhaft sind, ist
10
( ) )0.052(1 —0.05)".

(¢c) Die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens zwei Materialien mangelhaft sind, ist

1
< 20) 0.05%(1 — 0.05)8.

Es handelt sich um eine Summe von 10 unabhéingigen, Ber(0.05)-verteilten Zufallsvariablen, also um
eine Binomialverteilung mit Parametern n = 10 und p = 0.05 (siehe Definition 3.9 und Proposition
3.11)
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12. Die stetige Zufallsvariable X hat die Verteilungsfunktion

1

= eR.
1+ exp(—z) v

Fx(x)

Welche Aussagen sind korrekt?
(Mehrere richtige Antworten mdglich.)

(a) Esist P(X =0)=0.5
Leider nicht. Die Zufallsvariable ist stetig und somit gilt P(X = 0) = 0.

. . _ _exp(-x)
(b) Fir z >0 gilt P(X > ) = %-

exp (—x)

Richtig! Es gilt P[X > o] =1 - P[X < o] =1~ {527 = Tremp (on)-

(c) Die Dichte von X ist (1:_2:5%, zeR.

Leider nicht. Die Dichte kann keine negativen Werte annehmen.

13. Sei Z eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable. Wie gross ist P(Z = 0)?
(a) 1/2
Leider nicht. Dies ist der Wert der Verteilungsfunktion an der Stelle 0.
() eV
Leider nicht. Dies ist die Dichte an der Stelle 0.
() 0
Richtig!
14. Betrachte eine kontinuierliche, uniforme Verteilung auf dem Intervall [0, 2]. Die Dichte dieser
Verteilung nennen wir f(z). Wie gross sind die Werte f(0), f(1), £(2)?
(a)  f(0)=0, f(1) =0.5, f(2) =1
(b) f(0)=0.5, f(1) =0.5, f(2) =0.5
(© fO)=1f1)=1f2)=1

Die Lange des Intervals ist 2 und somit gilt fiir die Dichte f(z) = 0.5 fiir « € [0,2] und f(z) =0 fur
x ¢ [0,2].

15. Es gilt P[X >t+s| X > s] = P[X > t] fir alle ¢, s > 0, falls
(@) X ~U([a,b]),

(b) X ~ Poisson(\),

(¢) X ~Exp(A).

Dies ist Gedéchtnislosigkeit der Exponentialverteilung.
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16. Die Dichte einer Zufallsvariablen X sei gegeben durch

2 —
fx(@)=Kc—2 fals0<ax<
0 sonst.

c+a falls — £ <2 <0,
C
29

Bestimme die Konstante c.
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Wir wissen, dass fix;o fx(x)dz = lim,_oo Fx(a) = 1 gelten muss. Durch Berechnung des Integrals
2

erhiilt man die Gleichung ¢® — (¢/2)? = 1 und somit ¢ = -
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