D-INFK Prof. Vincent Tassion
FS 2022 Laurin Kohler-Schindler

Wahrscheinlichkeit & Statistik
Quiz 6

Onlineabgabe vor Beginn der Ubungsstunde:
Montag (04.04.2022) um 16:15 Uhr oder Dienstag (05.04.2022), um 14:15 Uhr

Dieser Quiz beschéftigt sich mit Rechenregeln fiir die Varianz, mit Beispielen wichtiger Verteilungen
und mit der gemeinsamen Verteilung diskreter Zufallsvariablen.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

1. Seien X, Y und Z drei Zufallsvariablen. Unter welchen Bedingungen gilt 0% 1, , = 0% +0y+0%?
(Mehrere richtige Antworten maglich.)

(a) Dies gilt fiir beliebige Zufallsvariablen.
Leider nicht.

(b) Dies gilt, wenn X, Y und Z paarweise unabhéiingig sind.
Richtig!

(¢) Dies gilt, wenn X, Y und Z unabhéngig sind.
Richtig!

Dies ist Teil 2 von Proposition 4.26 und gilt fiir paarweise unabhéngige ZVen. Da Unabhéngigkeit
auch paarweise Unabhéngigkeit impliziert, ist die dritte Antwort ebenfalls richtig.

2. Sei X eine Zufallsvariable mit E[X?] < co. Welche Aussage ist im Allgemeinen korrekt?
(a) o% =E[X?] - E[X]
Leider nicht.
(b) 0% = E[X?] — E[X]?
Richtig!
() o% =E[X?]
Leider nicht.

Dies ist Teil 1 von Proposition 4.26.
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3. Seien X und Y diskrete Zufallsvariablen. Unter welcher Bedingung ist die gemeinsame Gewichts-
funktion/Verteilung p = (p(z,y))zewy,yewy von X und Y eindeutig durch die Gewichtsfunktionen
der Randverteilungen px und py bestimmt?

(a) Falls X und Y unabhéngig sind.
Richtig! Dies folgt direkt aus Proposition 5.6.
(b) Falls X und Y identisch verteilt sind (d.h. px = py).

Leider nicht. Wir betrachten zwei Beispiele.

1. Sei X Ber(1/2)-verteilt und Y := X. Dann gilt p(0,0) = p(1,1) = 1/2 und p(1,0) = p(0,1) = 0 und
px(0) =px(1) = py(0) = py (1) = 1/2.

2. Seien X,Y unabhingig und Ber(1/2)-verteilt. Dann gilt p(0,0) = p(1,1) = p(1,0) = p(0,1) = 1/4 und
px(0) = px (1) = py (0) = py (1) = 1/2.

Die Gewichtsfunktionen/Verteilungen der Randverteilungen sind in beiden Féllen identisch, die gemeinsame

Gewichtsfunktion/Verteilung unterscheidet sich aber.
(¢) Falls X und Y Ber(p)-verteilt sind.

Leider nicht. Wir kénnen die gleichen Beispiele als Gegenbeispiel verwenden.

1. Sei X Ber(1/2)-verteilt und Y := X. Dann gilt p(0,0) = p(1,1) = 1/2 und p(1,0) = p(0,1) = 0 und
px(0) =px(1) =py(0) = py (1) = 1/2.

2. Seien X,Y unabhéngig und Ber(1/2)-verteilt. Dann gilt p(0,0) = p(1,1) = p(1,0) = p(0,1) = 1/4 und
px(0) =px(1) = py(0) = py (1) = 1/2.

Die Gewichtsfunktionen/Verteilungen der Randverteilungen sind in beiden Féllen identisch, die gemeinsame

Gewichtsfunktion/Verteilung unterscheidet sich aber.

4. Es seien X und Y unabhingige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit Varianz o2 > 0. Was
ist die Varianz der Zufallsvariable Z := X + X — Y7

Leider nicht.
(b) 302
Leider nicht.
(c) 502.
Richtig!
Fiir jede Zufallsvariable X und c€R gilt
o’ = E[(cX — E[cX])?] = - E[(X — E[X])?] = * - 0%.

Somit folgt aus der Unabhéngigkeit (siehe Proposition 4.26)

2 2 2 2 2 2 2 2 2, 2 2
0y =05x_y = 05y +0°y =2°0% + (—=1)°0y = 40° +0° = 50°.
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5. Sei p € [0,1], n > 1 und X eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable. Was ist die Varianz o%?
(a) p(1-p)
Leider nicht.
(b) mp
Leider nicht.
(c) np(l-p)
Richtig!
(d) n’p(l-p)
Leider nicht.

Vergleiche Anwendung unterhalb von Proposition 4.26.

6. Sei p € [0,1], sei X eine Ber(p)-verteilte Zufallsvariable und definiere Z := (2X — 1)?. Was ist
die Varianz 0%? (Scherzfrage)

(b) p(1-p)
(c) p?
(d) 0

Die ZV Z ist fast sicher konstant (mit Wert 1). Daraus folgt 0% = 0.

7. Sei A > 0 und sei X eine Poisson(\)-verteilte Zufallsvariable. Was ist die Varianz 0% ?

(b) 1/A
(c) A
(d) A2

Wir haben in Quiz 5 E[X] = A und E[X?] = A(A + 1) berechnet. Somit gilt 03 = E[X?] — E[X]? =
AA+1) =A% =)\
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8. Sei a > 0 und sei U eine U([a, 2a])-verteilte Zufallsvariable. Was ist die Varianz o7 ?

(2) &
(b) o

Ll l®)

A
N\
B

2
d) %
Wir berechnen zunichst die Varianz einer U([a, b])-verteilte Zufallsvariable Y. Es gilt 03 =

o) a b a 310 —a\: b—a)?
I — B2 )y = o [P — o)y = g [ — o)) = (i) = Cgel

a

Somit folgt oF = ‘f—;

9. Sei A > 0 und sei X eine Exp(\)-verteilte Zufallsvariable. Was ist die Varianz 0% ?

(a) 1

(b) 1/A
(c) A
(d) 1/x2

Man berechnet durch partielle Integration

o IS 2
E[X?] :/ 22X Mdr = [71’267)\1’] + / 2we Mdr = XE[X]
0 0

0
—_——
—0 N————
=2 fooo e~ dx
und somit gilt 0% = E[X? —E[X]? = 2.1 — % = {5, wobei wir E[X] = 1/X aus Quiz 5 verwendet

haben.

10. Seien X und Y zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~ A(0,1) und X +Y ~ N(1,6). Was
ist die Varianz 037

(@) 35
(b) 5
() 1
@ o

Aus Proposition 4.26 wissen wir, dass 0%,y = 0% + 0% Somit folgt 03 = 0%,y —0% =6—1=05.
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11. Wir betrachten zwei unabhingige Zufallsvariablen X und Y, die Werte in {—1,+1} annehmen,
und deren Gewichtsfunktionen/Verteilungen durch

px(=1) =px(1)=1/2 und py(-1)=py(1) =1/2

gegeben sind. Wir definieren die Zufallsvariable Z = X - Y. Welche Aussagen sind korrekt?
(Mehrere richtige Antworten mdoglich.)

(a) Die Zufallsvariablen X und Z sind unabhéngig.
Richtig! Wir wollen Proposition 5.6 benutzen und berechnen hierzu die gemeinsame Gewichtsfunktion/Verteilung

von (X, Z):
p(-1,-1)=P[X=-1,Z=X-Y=-1]=P[X=-1,Y =1] = 1/4
und analog
p(-L,1)=p(1,-1) =p(1,1) = 1/4.
Man tiiberpriift leicht, dass fir alle z, z € {—1,1} gilt p(z, z) = px (z) - pz(z) (sieche unten fir die Berechnung
von pz) und somit folgt die Unabhangigkeit aus Proposition 5.6.

(b) Die Zufallsvariablen Y und Z sind unabhingig.

Richtig! Dies kann man analog zu (a) zeigen.

(c) Die Zufallsvariablen X, Y und Z sind unabhéngig.

Leider nicht. Wir betrachten die gemeinsame Gewichtsfunktion/Verteilung von (X,Y, Z) und stellen fest, dass

wobei wir die Berechnung von pz (siehe unten) verwendet haben.
Erginzend berechnen wir die Gewichtsfunktion/Verteilung von Z:
pz()=PX-Y =1]=P[X =Y =1]+P[X =V = ~1] = 1/4+1/4=1/2 und py(—1) =1/2,

wobei wir erneut die Unabhéingigkeit von X und Y verwendet haben.
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