D-INFK Prof. Vincent Tassion
FS 2022 Laurin Kohler-Schindler

Wahrscheinlichkeit & Statistik
Quiz 7

Onlineabgabe vor Beginn der Ubungsstunde:
Montag (11.04.2022) um 16:15 Uhr oder Dienstag (12.04.2022), um 14:15 Uhr

Dieser Quiz beschéftigt sich mit der Kovarianz sowie mit gemeinsamen Verteilungen diskreter resp.
stetiger Zufallsvariablen.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

1. Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit Wertebereichen Wx und Wy-. Falls Cov(X,Y) =
0, dann gilt:

(a) X und Y sind unabhéngig.

Leider nicht. Aus der Unabhingigkeit zweier Zufallsvariablen folgt, dass Cov(X,Y’) = 0, aber die Umkehrung

gilt im Allgemeinen nicht.
(b) PX ==z|]Y =y] =P[X = z] fir alle z € Wx und y € Wy.

Leider nicht. Die Aussage ist dquivalent zur Unabhéangigkeit von X und Y und somit ist die Aussage falsch
(analog zu (a)).

(c) E[XY]=E[X]E[Y].

Richtig! Nach Definition gilt Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] und somit folgt die Aussage direkt aus
Cov(X,Y) =0.
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2. Wir betrachten die gemeinsame Verteilung von zwei diskreten Zufallsvariablen X und Y. Welche
Aussagen sind korrekt?
(Mehrere richtige Antworten mdaglich.)

(a) Aus der gemeinsamen Gewichtsfunktion kann man immer die einzelnen Gewichtsfunktionen
von X und Y berechnen.

Richtig! Die Berechnung erfolgt mittels Proposition 5.4.

(b) Aus den einzelnen Gewichtsfunktionen von X und Y kann man immer die gemeinsame
Gewichtsfunktion berechnen.

Leider nicht. Gegenbeispiel: Seien X und Y zwei unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen. Dann
haben die Randverteilungen von (X, X) und (X,Y) die gleichen Gewichtsfunktionen, aber (X, X) und (X,Y)

haben nicht die gleiche gemeinsame Gewichtsfunktion.

(¢) Aus den Gewichtsfunktionen von X und ¥ und Cov(X,Y’) kann man immer die gemeinsame
Gewichtsfunktion berechnen.

Leider nicht. Wir verweisen auf Aufgabe 7.3 fiir ein Gegenbeispiel.

3. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f. Welche Aussage ist korrekt?
(a) E[XY]= [Z_ [7 zydedy
Leider nicht.
(b) E[XY]= [ [T 2y fz,y) dedy
Richtig]!
(c) EXY]= [7 ayflz,y)de
Leider nicht.
Dies ist Proposition 5.9 mit ¢(x,y) = zy.
4. Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fx y. Welche Aussage ist korrekt?
(a) Die Zufallsvariablen X und Y sind immer stetig.
Richtig! Dies folgt aus Proposition 5.10.
(b) Die Zufallsvariablen X und Y sind nicht notwendigerweise stetig. Dies héngt von fx y ab.

Leider nicht.
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5. Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen mit Dichte fx resp. fy. Welche Aussagen sind
korrekt?
(Mehrere richtige Antworten mdaglich.)

(a) Die Zufallsvariablen X und Y haben immer eine gemeinsame Dichte.
Leider nicht.

(b) Die Zufallsvariablen X und Y haben nicht notwendigerweise eine gemeinsame Dichte.
Richtig!

(¢) Wenn X und Y unabhéngig sind, dann haben die Zufallsvariablen X und Y eine gemeinsame
Dichte.

Richtig! In diesem Fall sind die ZVen X und Y gemeinsam stetig mit Dichte fx v (z,y) = fx (x)- fy (y) (siehe
Theorem 5.11)

Wir geben ein Gegenbeispiel, um zu zeigen, dass X und Y nicht immer eine gemeinsame Dichte
haben. Sei X eine U(]0, 1])-verteilte Zufallsvariable und definiere Y := X. Angenommen es existiert
eine Funktion f: R? — R, mit

a b
PX<ay<t=[ [ faydedy

Aus Proposition 5.9 wiirde dann folgen, dass

1 :]P’[X = Y] :E[RX:Y] = /:)o /:)O ]lm:yf(xvy)dxdy

_ /Z Fl,2) </O:O ]lm_ydy) dx = 0,
NI

=0

was ein Widerspruch ist. Es existiert also keine gemeinsame Dichte.

6. Sei R C R? ein Viereck mit Eckpunkten a, b, ¢, d € R? und Flicheninhalt A > 0. Seien X und Y’
zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte

f(z,y) = ¢ Lz y)er-
Was gilt fiir die Konstante ¢?
(a) c=1.
Leider nicht. In diesem Fall gilt ffooo ffooo f(z,y)dzdy = A.
(b) c¢=A.
Leider nicht. In diesem Fall gilt fix;o fjooo fz,y)dzdy = A2.
(c) c=A""L

Richtig! In diesem Fall gilt fjooo fjooo f(z,y)dzdy = 1.
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7. Sei
a2+ oy fir —1<2<0, —2<y<0,

fla,y) = { 0 sonst.

Ist f(x,y) eine gemeinsame Dichte von zwei stetigen Zufallsvariablen X und Y'?

(a) Es kann keine Aussage gemacht werden.

Leider nicht. Es kann eine Aussage gemacht werden, siehe unten.

(b) Nein.
Richtig!
(c) Ja.

Leider nicht.

Nach Proposition 5.8 gilt fiir die gemeinsame Dichte von zwei Zufallsvariablen X und Y, dass

[%ﬂ%wM@:L

Wir berechnen

/ flz,y)dedy = / / —2? 4+ —zydxdy

—00 —-1J-2 2 2

= / —x (/ (x+y) dy) dx = / —x [gcy + yﬂ dx
12 -2 —12 27 1,

0 0
1 1 1 1
:/ 22 —xdr = |2 — —2? =-+4+ =<1,
-1 3 2 1, 3 2

und somit kann f nicht die gemeinsame Dichte von zwei Zufallsvariablen X und Y sein.

8. Seien (X;)™ ; unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion Fx, = F.
Was ist die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable M := max(Xq,...,X,)?

(a) Fu(a) = F(a)"
Richtig]!

(b)  Fu(a) =1—F(a)"
Leider nicht.

() Fu(a)=(1-F(a))"
Leider nicht.

Sei a € R. Wir berechnen

Unabhéngigkeit]

PX; <a]-...-PX, <q]

4/4



