D-INFK Prof. Vincent Tassion
FS 2022 Laurin Kohler-Schindler

Wahrscheinlichkeit & Statistik

Quiz 8

Onlineabgabe vor Beginn der Ubungsstunde:
Montag (25.04.2022) um 16:15 Uhr oder Dienstag (26.04.2022), um 14:15 Uhr

Dieser Quiz beschéaftigt sich mit dem dem Gesetz der grossen Zahlen und mit dem zentralen
Grenzwertsatz.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2022/fs/401-0614-00L/

1. Sei X1, Xo, ... eine Folge von Zufallsvariablen. Unter welchen Bedingungen gilt
lim 1 Zn:X- = E[X;] fast sicher ?
n—oo M — ¢

(a) Dies gilt fiir unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[|X;|] < oco.
Richtig!
(b) Dies gilt fiir identisch verteilte Zufallsvariablen mit E[|X;|] < oco.
Leider nicht.
(c) Dies gilt fiir unabhéngige Zufallsvariablen mit E[|X;]] < co.
Leider nicht.
(d) Dies gilt fiir unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen.
Leider nicht.

Dies ist die Aussage von Theorem 6.1 (Gesetz der grossen Zahlen).
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2. Sei Uy, Us,... eine Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit U; ~
U([-2,1]). Welche Aussage ist korrekt?

(a) limy oo =37 | U; = 1/2 fast sicher.

Leider nicht.

(b)  limy oo 2 37, U; = —1/2 fast sicher.
Richtig!

(¢) limy—yoo yoiy X; = 1/2 fast sicher.
Leider nicht.

(d) lim, e Y iy X; = —1/2 fast sicher.

Leider nicht.

Nach Theorem 6.1 (Gesetz der grossen Zahlen) gilt fast sicher

) 1 n
nh_}rr;oﬁ Z;Ui =-1/2,
da E[U4] = (-2+1)/2=-1/2.

3. Sei T1, T5, . . . eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit 77 ~ Exp(4).
Welche Aussage ist korrekt?

(a) lim,—eo = >0, To; = 4 fast sicher.
Leider nicht.

(b)  limyyoo = S0, Th; = 1 fast sicher.
Leider nicht.

(¢) limpoo 2 00 To; = 1/2 fast sicher.
Leider nicht.

(d)  limy oo 2 3% | To; = 1/4 fast sicher.
Richtig!

Die Folge (T5;);>1 ist ebenfalls eine Folge von unabhéngigen, Exp(4)-verteilten Zufallsvariablen (es
handelt sich um eine Teilfolge von (T5);>1). Nach Theorem 6.1 (Gesetz der grossen Zahlen) gilt fast
sicher

R
lim E;Tgi = 1/4,

da E[T1] = 1/4 (siehe Beispiel 2 in Abschnitt 4.3).
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4. Sei X1, X5, ... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit
PX=-1=1/4 und P[X =1]=3/4.

Welche Aussage ist korrekt?
(a) limyee = >0 X; = +oo0 fast sicher.

Leider nicht.
(b)  limy oo = 37 X; = —o0 fast sicher.

Leider nicht.
(¢) lim, o iy Xi = 400 fast sicher.

Richtig!
(d)  lim, e Y iy Xi = —oo fast sicher.

Leider nicht.
Nach Theorem 6.1 (Gesetz der grossen Zahlen) gilt fast sicher

1 &
[

da E[X1] =3/4—1/4=1/2. Sei € > 0. Insbesondere gilt somit fast sicher, dass es ein N > 1 gibt,
sodass fiir alle n > N, > | X; > (1/2 — €)n, also auch lim,_,o Y., X; = 400.

5. Sei X1, Xo,... eine Folge von unabhiingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit E[X?] < oo.
Sei Z eine N(0,1)-verteilte Zufallsvariable. Wir definieren m := E[X;] und 02 := E[X?] — E[X1]%.
Welche der folgenden Aussagen ist korrekt?

(a) P[0, X;<a “5PZ<d],VacR
Leider nicht.

(b) P[>0 (X;—m)<a] =5 P[Z<a], VacR.

o2n

Leider nicht. Hier wurde durch o2n statt durch vo2n geteilt.

(c) ]P’[ L Z?:l(Xifm)ga}i_—)ﬁP[Zga], Va € R.

o2n

Richtig!

o2n

(d) P[ Ly X, < a} 122, (7 < q], Ya € R.
Leider nicht. Dies gilt nur falls m = 0.

Dies ist die Aussage von Theorem 6.3 (Zentraler Grenzwertsatz), wobei wir P[Z < a] =
\/% I e=**/2dz verwendet haben (siehe Definition 3.30 fiir die Dichte von Z).
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6. Sei T1,T5, . .. eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit 77 ~ Exp(4).
Welche Aussage ist korrekt?

(a) P[0, X <A (n+ayn)] 25 PZ <a), Va€R.
Leider nicht.

b Py, X < %] 2%, pl7 < q], Va € R.
Richtig!

(c) P[XI, Xi < ayn] 2225 P[Z < d], Ya € R.

Leider nicht.

@ Py, x < “\ﬂ 2%, P[Z < a], Va € R.
Leider nicht.

Fiir Ty ~ Exp(\) gilt E[T1] = 1/A und 07, = 1/A*. Aus Theorem 6.3 (Zentraler Grenzwertsatz)
folgt also, dass

[ZX n+af

A n 1 s oo
[ (Xi=3)<a 27 P[Z < a], Ya €R,
n -
7

wobei Z eine N(0,1)-verteilte Zufallsvariable ist. Durch Einsetzen von A = 4 erhélt man das
Resultat.
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7. Sei X;, Xo, ... eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen mit
PX=-1=1/2 und PX =1]=1/2.

Welche Aussagen sind korrekt?
(Mehrere richtige Antworten mdaglich.)

(a) lim;, 500 P [2?21 X; < n1/4] =1.

Leider nicht. Variante 1: Da (b) falsch ist, folgt auch, dass dies nicht korrekt sein kann. Variante 2: Aus dem
zentralen Grenzwertsatz folgt, dass diese Wahrscheinlichkeit gegen P[Z < 0] = 1/2 konvergiert (siehe unten),
wobei Z eine N(0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist.

(b) lim,oP[X0, X < nl/2] = 1.

Leider nicht. Aus dem zentralen Grenzwertsatz folgt, dass diese Wahrscheinlichkeit gegen P[Z < 1] konvergiert
(siehe unten), wobei Z eine N'(0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist.

(¢) limp,oo P[0, X; < 0¥/ =1.

Richtig! Dies folgt aus dem zentralen Grenzwertsatz (siche unten).
(d) lim,, P[>, X; < n]=1

Richtig! Dies folgt direkt, da X; < 1 fur alle ¢ > 1.

Fiir X; gilt E[T1] = 0 und 0%, = 1. Aus Theorem 6.3 (Zentraler Grenzwertsatz) folgt also, dass
n 1 n n o
]P’[E X; < a\/ﬁ] :Pl\f§ Xi<a1 222, P[Z < a], Va € R,
n
i—1 i=1

eine NV(0, 1)-verteilte Zufallsvariable ist. Sei € > 0 beliebig. Da lim, o n'/21¢ > lim,_, a\/n, gilt
aufgrund der Monotonizitat fiir alle a € R, dass

lim P [ZXZ» < n1/2+51 > lim Pl

n
n—oo ¢ n— o0
i=1 =

X; < a\/ﬁ]

i=1

und somit folgt insbesondere
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