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Einfiihrung in die
Wahrscheinlichkeitstheorie

Ein paar Einstiegsfragen
Was ist liberhaupt Wahrscheinlichkeitstheorie?

=» Eine mathematische Sprache zur Beschreibung von Systemen, die Zufélligkeiten
beinhalten.

Warum ist Wahrscheinlichkeitstheorie niitzlich?

=» Beschreiben zufilliger Experimente. Viele Vorginge der reellen Welt kon-
nen per Zufallsexperiment beschrieben werden. Beispiele sind unter anderem der
Miinzwurf, Wiirfeln, Ankunftszeiten von Kunden, Wettervorhersage,...).

=*» Quantifizierung von Unsicherheit. Maschinelle Messdaten sind selten exakt.
Man kann mittels Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik die Unsicherheit be-
schreiben und quantifizieren.

=» Unterstiitzung per Risikotheorie Wahrscheinlichkeitstheorie hilft unter Infor-
mationsunsicherheit eine rationale Entscheidung zu treffen. Zum Beispiel hilft der
SLF Lawinenbericht dem Skifahrer die Lawinengefahr richtig einzuschéatzen.

=» Nutzen zufallsbasierter Algorithmen. In der Informatik kann das Einbauen von
Zufall in Algorithmen zu einer Verbesserung der Laufzeiteffizenz fiihren. Beispiele
sind Google websearch, Ameisen bei der Nahrungssuche.

=*» Vereinfachung komplexer Systeme. Beispiele: Wassermolekiile in Wasser, Autos
auf der Autobahn, Perkolationsprozesse.



Der Begriff des Grundraums

Fiir eine prézise physikalische Beschreibung eines Miinzwurfs brauchte man eine riesige
Menge an Informationen: die genaue Position der Finger und der Miinzen, die Anfangs-
geschwindigkeit, die anfingliche Winkelgeschwindigkeit, Unvollkommenheiten der Miinze,
die Oberflachenbeschaffenheit des Tisches, Luftstromungen, die Gehirnaktivitit des Spie-
lers... Diese Parameter sind fast unmoglich genau zu messen, und eine winzige Anderung
eines dieser Parameter kann das Ergebnis vollstdndig beeinflussen. In der Praxis verwen-
den wir eher eine wahrscheinlichkeitstheoretische Beschreibung, die hier in einer drasti-
schen Vereinfachung des Systems besteht: Wir vergessen die physikalische Beschreibung
des Miinzwurfs vollig und konzentrieren uns nur auf den Grundraum also die moéglichen
Ereignisse des Experiments: Kopf oder Zahl.

Der Grundraum fiir den Miinzwurf ist durch 2 mogliche Ereignisse (Kopf und Zahl)
gegeben. Jedes Ergebnis hat eine Wahrscheinlichkeit von pkept = pzan = 1/2, realisiert zu
werden. Mit anderen Worten,

Miinzwurf = {{Kopf, Zahl}, pkopt = 1/2, pzam = 1/2}

o
?,

Uberraschender Funfact: Miinzwiirfe sind gezinkt! Wenn man eine Miinze wirft,
ist die Wahrscheinlichkeit grofser, dass sie auf die gleiche Seite fallt wie ihre urspriingliche
Seite! Dem interessierten Leser ist das Youtube-Video von Persi Diaconis ans Herz zu
legen: How random is a coin toss? - Numberphile

Wahrscheinlichkeitsgesetzte: Struktur im Zufall

Wenn man ein einzelnes Zufallsexperiment durchfiihrt (z.B. einmaliger Miinzwurf) ist das
Ergebnis nicht vorhersehbar. Fiihrt man dagegen viele Zufallsexperimente hintereinander
durch, so lassen sich einige allgemeine Gesetze beobachtet. Wenn man zum Beispiel 10000
unabhéngige Miinzen wirft, sollte man im Allgemeinen ungefihr 5000 Kopf und 5000
Zahl beobachten: Dies ist ein Beispiel fiir ein grundlegendes Wahrscheinlichkeitsgesetz,
dem so genannte Gesetz der grofsen Zahlen. Ein Ziel der Wahrscheinlichkeitstheorie ist
das Beschreiben von Wahrscheinlichkeitsgesetzen. Diese geben allgemeine Hinweise darauf
wie sich aus wiederholtem Anwenden vieler Zufallsexperimenten eine allgemeingiiltige
Struktur ergeben kann.


https://www.youtube.com/watch?v=AYnJv68T3MM

Kapitel 1

Mathematische Grundkenntnisse

Ziele
e Grundsétzliches Verstandnis des Wahrscheinlichkeitraums (€2, F,P),

=» Verallgemeinerung diskreter Wahrscheinlichkeitsraume (eingefiihrt in|[LSW21),
=» Verstidndnis des Begriffes der o-Algebra.

e Die Konzepte der Unabhéngigkeit und der bedingten Wahrscheinlichkeit.
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1 Wahrscheinlichkeitsraume

Grundraum

Wir wollen ein Zufallsexperiment modellieren. Das erste benotigte mathematische Objekt
ist die Menge aller moglichen Ergebnisse des Experiments, bezeichnet mit (2.

Terminologie: Die Menge {2 nennen wir Grundraum. Ein Element w € {2 nennen
wir Elementarereignis (oder Ausgang des Experiments).

Beispiel. Finmaliges Wiirfeln
Ein einfaches Beispiel eines Grundraums ist das einmalige Wiirfeln. Die Menge aller
elementar Ereignisse ist gerade

0={1,2,3,4,5,6}.

Ereignisse

Reminder: Die Menge P(2) = {A | A ¢ Q} enthilt alle moglichen Teilmengen A der
Menge (2.

In der vorherigen Vorlesung [LSW21], war die Menge alle moglicher Ereignisse stets P(€2).
Wir hingegen werden mit einem etwas allgemeineren System von Mengen, der sogenannten
Sigma-Algebra (geschrieben o-Algebra) arbeiten. Dabei schreiben wir stets F c P(€2) fiir
die gewahlte o-Algebra.

Definition 1.1. Ein Mengensystem F c P(Q) heisst Sigma-Algebra (o-Algebra),
falls es die folgenden Eigenschaften erfiillt

El. Qe F

E2. Ae F= AceF Ist A ein Ereignis, so ist “nicht A“ ebenfalls ein Ereignis.

-~ Ist Ay, As, ... ein Ereignis, dann ist
E3. A, Ay, ... e F> UAi e F. “Ay oder Ay oder ...” ebenfalls ein Er-
=1 eignis

Dabei nennen wir die Elemente der o-Algebra Ereignisse.

Beispiele fiir 0-Algebren beim einmaligen Wiirfeln (2= {1,2,3,4,5,6}):

o F=1{2,{1,2,3,4,56}).
o F=P(Q). (Wobei |F|=64).
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o F={w,{1,2},{3,4,5,6},{1,2,3,4,5,6}}.
Gegenbeispiele fiir Sigma-Algebren beim einmaligen Wiirfeln (Q2 = {1,2,3,4,5,6}):

o F={{1,2,3,4,5,6}} ist keine o-Algebra, da E2 verletzt ist.
o F={2,{1,2,3},{4,5,6},{1},{2,3,4,5,6},Q} ist keine o-Algebra , da E3 verletzt

1st.

Wahrscheinlichkeitsmass

Definition 1.2. Sei Q) ein Grundraum und sei F eine o-Algebra. Eine Abbildung

P: F - [0,1]
A P[A]

heisst Wahrscheinlichkeitsmass auf (0, F), falls folgende Figenschaften gelten
El. P[Q]=1.
E2. (0-Additivitat) P[A] = Y2, P[A;]]  if A=U2 A; (disjunkte Vereinigung).

Zusammenfassend: Ein Wahrscheinlichkeitsmass ordnet jedem FEreignis der o-
Algebra eine Zahl zwischen 0 und 1 (Wahrscheinlichkeit) zu.

Beispiel fiirs Wiirfeln 2 = {1,2,3,4,5,6} und F =P({1,2,3,4,5,6}):

e Die folgende Abbildung P : F ~ [0, 1], welche definiert ist durch

Al

vAeF PlA]=T

ist ein Wahrscheinlichkeitsmass (2, F).

e Seien pq,...,pg positive Zahlen, sodass p; + -+ + pg = 1, die folgende Abbildung
P:Fw~[0,1]
VAe F P[A]= Zpi
i€A
ist ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (2, F). Dabei entspricht der Fall p; = % (fiir
jedes i) dem Modellieren eines fairen Wiirfels. Der Fall p; = - = p5 = %, und pg = %
wiirde einem gezinkten Wiirfel mit Bias zur 6 entsprechen.
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Der Wahrscheinlichkeitsraum

Definition 1.3. Sei Q ein Grundraum, F eine o-Algebra, und P ein Wahrscheinlich-
keitsmass. Wir nennen das Tripel (2, F,P) Wahrscheinlichkeitsraum.

Zusammenfassend bendotigt ein Wahrscheinlichkeitsraum stets folgende drei Objekte

e Ein Grundraum 2, “Alle moglichen Ausgénge des Zufallexperiments”
e Eine o-Algebra F c P(Q), “Die Menge aller Ereignisse”

e Ein Wahrscheinlichkeitsmass P.  “Ordnet jedem Ereignis eine Wahr. in [0, 1] zu”

Terminologie

Sei A ein Ereignis und sei w ein beliebiges Elementarereignis.
Wir sagen A tritt ein (fiir w) falls w € A.

@
Wir sagen A tritt nicht ein falls w ¢ A.

A
Als Beispiel nehme man das Ereignis "Wiirfeln einer geraden Zahl", also A = {2,4,6}.
Falls w = 2, dann tritt A ein, wohingegen fiir w = 3 A nicht eintritt.

Bemerkung 1.4. Das Ereignis A = & tritt niemals ein. “Da w e @ unmdaglich ist!’
Das FEreignis A =€) tritt stets ein. “Es gilt stets w e

2 Beispiele von Wahrscheinlichkeitsraumen

Beispiele mit endlichem Grundraum

Wir erértern nun eine bestimmte Art von Wahrscheinlichkeitsrdumen, die in vielen konkre-
ten Beispielen vorkommen. Im nachfolgenden ist €2 eine beliebige endliche Menge. Dabei
habe jedes Elementarereignis w € () gerade die gleiche Wahrscheinlichkeit p, = ﬁ

Definition 1.5. Sei Q) eine endlicher Grundraum. Das Laplace Modell auf € ist ein
Tripel (2, F,IP), sodass
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o F=P(Q),
o P:F —[0,1] ist definiert durch
4]
VAeF P[A]=12
2]

Man kann leicht iiberpriifen, dass die obige Abbildung PP ein Wahrscheinlichkeitsmass
im Sinne der Definition ist. Dabei lduft die Berechnung der Wahrscheinlichkeit P[A]
darauf hinaus, die Anzahl der Elemente in A und in €2 zu zéhlen.

Beispiel. Wir betrachten n > 3 Punkte auf einem Kreis, von denen wir 2 zufillig aus-
wdhlen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese beiden ausgewdhiten Punkte be-
nachbart sind?

4 5

Abbildung 1.1: Kreis mit n = 6 Punkten, die Teilmenge {1, 3} ist ausgewéhlt.

Wir betrachten dazu das Laplace Modell auf
Q={Ec{l,2,--,n} : |E|=2}.
Das FEreignis “zwei Punkte aus E sind Nachbarn” ist gegeben durch

A= {{172}7 {273}7"'7 {n_ 17n}7 {na 1}}7

somit erhalten wir A 5
n
P[A] == = —= .
€ (2) n-1

() als abzahlbarer Grundraum

Wir werfen eine gezinkte Miinze mehrmals, bei jedem Wurf fillt die Miinze mit der Wahr-
scheinlichkeit p auf Kopf und mit Wahrscheinlichkeit 1 —p auf Zahl (p ist ein fester Para-
meter in [0, 1]). Wir stoppen das Zufallsexperiment, wenn wir das erste Mal Zahl sehen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass wir genau zum Zeitpunkt £ anhalten, ist gegeben durch

pr=p"(1-p).

(Falls wir im k-ten Wurf stoppen, miissen wir exakt k—1-mal Kopf und 1-mal Zahl gesehen

haben.)
Dabei konnen wir folgenden Wahrscheinlichkeitsraum wéhlen
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o 0=N\{0}={1,2,3,...},
o F=P(Q),

o for Ac F, P[A] =) pp.
keA

() als iiberabzahlbarer Grundraum (Ein Blick in die Zukunft)

Ein verlockender Ansatz zur Definition eines Wahrscheinlichkeitsmasses besteht darin zu-
néchst jedem Ausgang eines Zufallsexperiments w die Wahrscheinlichkeit p,, zuzuordnen.
Dann definiere man fiir ein Ereignis A c €2 die Wahrscheinlichkeit von A durch

PlA]= Y p.. (1.1)

weA

Dieser Ansatz funktioniert einwandfrei, solange der Grundraum 2 endlich oder abzéahlbar
ist (dies ist der Fall bei den beiden obigen Beispielen). Der Ansatz scheitert aber, wenn
Q) nicht abzahlbar ist.

Man beobachte den Fall eines Regentropfen auf ein 1-Kilometer langes Strassensegment
(Q =[0,1]). In diesem Fall ist die Wahrscheinlichkeit, einen winzigen festen Punkt zu
treffen, immer 0 und die Gleichung ergibt keinen Sinn.

Aus diesem Grund verwenden wir eine axiomatische Definition (in Definition des
Wahrscheinlichkeitsmasses. Dabei wahlen wir als die natiirliche Wahl des Wahrscheinlich-
keitsraums

e 0=10,1],
e F = Borel o-algebrd[l]
e for Ae F, P(A) = Lebesguemass vonA.

3 Eigenschaften /Interpretationen von Ereignissen

Eigenschaften von Ereignissen

Da FEreignisse als Teilmengen von €2 definiert sind, kann man sich Operationen der Men-
genlehre (Vereinigung, Schnittmenge, Komplement, symmetrische Differenz, . ..) zu Nutze
machen.

Aus der Definition der o-Algebra wissen wir, dass wir das Komplement eines Ereignisses
(nach E2) oder eine abzihlbare Vereinigung von Ereignissen (nach E3) nehmen kénnen.
Der folgende Satz besagt, dass folgende Standardmengenoperationen ebenfalls zuléssig
sind. Man spricht dabei von der Abgeschlossenheit der o-Algebra bzgl. Mengenoperatio-
nen

Ldie Borel o-Algebra F erfiillt folgende Eigenschaften: Sie enthilt alle Intervalle A = [x1,72] x [y1,%2],
mit 0 <xy <a9<1,0<y; <ya <1, und ist dabei die kleinste Vereinungen von Teilmengen von €2, sodass
E1, E2 und E3 in Definition erfiillt ist.

2 Achtung: Dies hat nichts mit Abgeschlossenheit im Sinne der Analysis/Mengentopologie zu tun
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Satz 1.6 (Abgeschlossenheit der o-Algebra bzgl. Operationen). Sei F eine o-Algebra
auf Q. Fs gilt

E4. o F,

E5. Al,AQ,...EfﬁﬂAZ’Ef,

i=1

E6. ABeF=AuBelF,

E7. ABeF=AnBelF.

Beweis. Wir beweisen alle Aussagen der Reihe nach.

i. Per E1 in Definition [I.1] gilt Q € F. Per E3 in Definition [I.1] erhalten wir

g=0¢%cF.

i. Seien Ay, As,... € F. Mittels E2, gilt A{, AS,... € F. Dann, per E3, haben wir
U (A;)¢ € F. Erneutes Anwenden von E2 liefert dann das Gewtlinschte mittels
folgender Gleichheit

NA - (D(Ai)C)c ¢ F.

=1 1=1

~

1i. Sei A, B € F. Definiere A; = A, Ay = B, und wahle fiir 1 > 3 A; = @. Mittels E3,
erhalten wir

AuB=JAieF.

i=1

iv. Sei A, B € F. Mittels E2 gilt, A¢, B¢ ¢ F. Dann nutze obrige Eigenschaft . , so
dass A¢u B¢ e F. Anwenden von E2 liefert das Gewlinschte

AnB=(A°UB°)eF.

O

In der folgenden Tabelle betrachten wir zwei Ereignisse A und B und fassen die wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Interpretation der wichtigsten Mengenoperation zusammen.
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Ereignis Grafische Darstellung Probab. Interpretation
Q
AC
A° @ A tritt nicht ein
A B
AnB @ A und B treten ein
A B
AuB @D A oder B treten ein
A B
AAB @D Entweder A oder B tritt
ein

Beziehung/Interpretationen zwischen Ereignissen

Mengenrelationen (Inklusion, Unterscheidbarkeit, Partition) haben auch wahrscheinlich-
keitstheoretische Interpretationen, die im Folgenden zusammengefasst werden.

Relation Grafische Darstellung Probab. Interpretation
B
AcB 6 B tritt ein, falls A eintritt
A B
AnB =g A und B koénnen nicht
gleichzeitig eintreten
Q
Q=A;uAyu A3 wobel Ay As fiir jedes Elementarereignis
Aq, As, As paarweise disjunkt A, w, hochstens eins der

Ereignisse Ay, As, A3 kann
eintreten.

Warum wihlen wir nicht stets F =P ({2)?

Wiéhrend der letzten Lesung des Kurses [LSW21] wurde die Menge der Ereignisse im-
mer als P(Q) fixiert. Es mag zunédchst nutzlos erscheinen, allgemeinere Ereignismengen
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auszuwahlen und den “komplizierten” Begriff der o-Algebra zu betrachten. Folgende zwei
Beispiele dienen daher als Motivation:

e Stufenweise Experimente. Das Arbeiten mit dem abstrakten Konzept der o-
Algebra ermdglicht eine natiirliche Zerlegung der Wahrscheinlichkeitsraume. Dies
ist besonders niitzlich, wenn wir das Ergebnis eines Zufallsexperiments stufenweise
aufdecken.

Wir betrachten den Wurf zwei unabhéngiger Wiirfel. Ein moégliches Ereignis ist ein
Paar w = (wi,ws), wobei w; und wy die jeweiligen Werte des ersten und zweiten
Wiirfels sind. Wir wéhlen den Grundraum

0=1{1,2,3,4,5,6}2
Wir kénnen nun zwei verschiedene o-Algebren wihlen
f]- = {A x {17273747576}7A c {17273747576}}

und

Fa=P(Q).

Die erste o-Algebra F; entspricht allen Ereignissen, welche nur Informationen des
ersten Wiirfelauges spezifiziert. Die zweite o-Algebra F», hingegen erlaubt spezi-
fizierte Informationen des ersten und zweiten Wiirfelauges.

Zum Beispiel ist das Ereignis A = {2,4,6} x {1,2,3,4,5,6} (“der erste Wiirfel zeigt
eine gerade Zahl”) sowohl in F; als auch in F, enthalten, wihrend das Ereignis
B ={2,4,6}? (“Beide Wiirfel zeigen gerade Zahlen”) zu Fs, aber nicht zu F; gehort,
da es Informationen des zweiten Wiirfels spezifiziert.

Nehmen wir also an das Ergebnis des Experiments wird stufenweise aufgedeckt.
F1 eignet sich zum Beschreiben von Experimenten in denen nur vollstdndiger
Information zum ersten Wiirfel vorliegt. 75 hingegeben beschreibt Experimente
beziiglich vollsténdiger Information beider Wiirfel.

e Ein theoretischer Aspekt.

Im Falle eines iiberabzéhlbaren Grundraums (z. B. = [0,1] oder © = {0,1}Y),
werden héaufig einige Bedingungen fiir Ereignisse aufgestellt. Dies ist darauf zu-
riickzufiihren, dass wir in der Lage sein wollen, ein Wahrscheinlichkeitsmass fiir die
Menge der Ereignisse zu definieren. Dies ist fiir F = P(Q2) nicht immer mdoglich.
Bei der Definition des Wahrscheinlichkeitsmasses einer Gleichverteilung auf 2 kann
man zum Beispiel Mengen A c [0,1] konstruieren, die “exotisch genug” sind (ver-
gleiche mit [Wil01], sodass P[A] nicht wohldefiniert ist. Daher miissen wir uns auf
Mengensysteme der Form F ¢ P(2) beschranken.

Diese Konstruktion schliesst zu exotische Mengen aus. Fiir diesen Kurs ist nicht
entscheidend dieses theoretische Hindernis im Detail zu verstehen. Wir wollen es
jedoch erwéhnen, da dies von grundlegender Bedeutung fiir die Masstheorie, welche
die theoretische Grundlage fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie darstellt, ist.
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4 Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsmassen

Direkte Konsequenzen aus der Definition

Satz 1.7. Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmass auf (€2, F).

E3. Es gilt
P[@] =0.

E4. (Additivitdat) Sei k > 1, seien Ay, ..., Ay k-viele paarweise disjunkte Ereignisse,
dann gilt
P[Aj U UA,] =P[A] + -+ P[A].
E5. Sei A ein Ereignis, dann gilt

P[A] =1 - P[A].

E6. Fulls A und B zwei (nicht notwendigerweise disjunkte) Ereignisse, dann gilt

P[AU B] = P[A] + P[B] - P[An B].

Beweis. Wir beweisen die Eigenschaften der Reihe nach.

E3. Definiere z = P[@]. Da P ein Wahrscheinlichkeitsmass ist wissen wir bereits, dass
x €[0,1], da z ein Ereignis ist. Definiere A; = Ay = --- = &, dann erhalten wir

Tt

~
Il
—_

D= Az

Die Ereignisse A; sind disjunkt und Anwenden der o-Additivitat liefert

> P[4 = P[o].

=1

Da P[A;] = « fiir jedes ¢ und P[@] < 1, erhalten wir

ANgE:
&
In
\:—‘

~
Il
—_

und somit muss x = 0 gelten.

EA4. Definiere Ag 1 = Agyo =+ = @. Dann gilt

Aju-UA=AuUA,ugugu--=[JA,.
=1
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Da die Ereignisse A; paarweise disjunkt sind, erhalten wir unter Anwendung der
o-Additivitdat das Gewiinschte

P[A; U= U AL = P A;]

Sigma
Additivitdt &
= P

= P[A1]+-~-+P[Ak]+;]P’[Ai].

E5. Per Definition des Komplements gilt {2 = Au A¢, somit erhalten wir
1=P[Q]=P[Au A°].
Da A, A¢ disjunkt sind, liefert Anwendung der Addivitdt das Gewiinschte

1= P[A] + P[A°].

E6. Au B ist die disjunkte Vereinigung aus A und B\A. Somit liefert Anwendung der
Addivitat
P[Au B]=P[A] + P[B\A]. (1.2)
Zudem gilt B = (BnA)u(Bn A¢) = (Bn A)u (B\A). Erneutes Anwenden von
Addivitéat liefert
P[B]=P[Bn A]+P[B\A],

somit erhalten wir P[B\A] = P[B] - P[A n B]. Einsetzen in Eq. (1.2) liefert das
Gewtlinschte.

]

Niitzliche Ungleichungen

Satz 1.8 (Monotonie). Seien A, B € F, dann gilt

Ac B=P[A] <P[B].

Beweis. Sei A ¢ B, dann gilt B = Au (B\A) (disjunkte Vereinigung). Anwendung der
Additivitat liefert das Gewtinschte,

P[B] = P[A] + P[B\A] > P[A].
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Satz 1.9 (Union Bound). Sei Ay, A, ... eine Folge von (nicht notwendigerweise dis-
Junkten) Ereignissen, dann gilt die folgende Ungleichung

Bemerkung 1.10. Die obrige Ungleichung gilt ebenfalls fiir eine Folge von endlich vielen
nicht-leeren Ereignissen

Beweis. Fiir ¢ > 1, definiere _
A= A;n A5 n--n AS.

Man iiberpriife folgende Gleicheit

A;.

s
(@

Ai:

1l
—_
~.

I
—

1

(" ¢” : Fiir die erste Inklusion, nehme ein w in der linken Menge. Definiere das Kleinste
1 sodass w € A;. Flir ¢ haben wir w € Avi, somit muss w ebenfalls in der rechten Menge
liegen. ” 27 : Die zweite Inklusion ist klar, da A; c A; fiir jedes i gilt.)
Anwendung der o-Additivitit auf disjunkte A;, liefert das Gewiinschte

Anwendung der Ungleichungen

In Anwendungen kommt es oft vor, dass die Wahrscheinlichkeit P[A] schwer exakt zu
berechnen ist: In solchen Féllen ist es oft niitzlich, das Ereignis A in anderen einfacheren
Ereignissen auszudriicken und dann die Monotonie nach (Proposition und/oder die
Sub-Additivitidt anzuwenden, um einige Abschétzungen fiir P[A] in Form von einfacheren
Wabhrscheinlichkeiten zu erhalten.

Problem. Wir wiirfeln einen fairen Wiirfeln n mal. Wir wahlen als Wahrscheinlichkeits-
raum

e (={1,2,3,4,5,6}", Ein Elementarevent ist w = ( w1 s W, ),
~—— ~~——
erste Wiirfelzahl n-te Wiirfelzahl
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o F=P(),

o for AeF, P[A] = 4.

Wir wollen beweisen, dass die Wahrscheinlichkeit, mehr als ¢ := 7logn aufeinanderfol-
gende Einsen zu sehen, klein ist, wenn n gross ist. Betrachten wir das Ereignis A, dass es
¢ aufeinanderfolgende Einsen gibt. Fiir jedes 0 < k <n — ¢ definiere man das Ereignis

Ap ={w * Wps1 = Wiy =+ = Weee = 1},

Wobei Aj besagt, dass wir ¢ aufeinander folgende Einsen zwischen k + 1 und k + ¢
haben. Dann gilt

n—~
A= U Ap.
k=0
Beweismethode 1: Monotonie

Beweismethode 2: Union Bound Anwenden der Union Bound liefert
S ) log(7)/ 105(6)
P[A] < > P[A Sn-(—) <n-nm o8t/ 080)
(4] ZPAd <n- g
somit sehen wir, dass das Ereignis mehr als 7logn aufeinander folgende Einsen gegen 0
konvergiert falls wir n gegen oo laufen lassen.
Stetigkeit von W-Massen

Satz 1.11. Sei (A,) eine monoton wachsende Folge von Ereignissen (A, ¢ Any1 fir jedes
n). Dann gilt

(s

lim P[A,]=P[
n—oo n=1

A, monoton wachsender Grenzwert

Sei (B,,) eine monoton fallende Folge von Ereignissen ( B, > By for every n). Dann
qilt

n—o0

lim P[B,]=P[() B.]. monoton fallender Grenzwert
n=1

Bemerkung 1.12. Durch Monotonie erhalten wir P[A,] < P[An1] und P[B,] > P[B,41]
fiir jedes n. Daher sind die Grenzwerte in den obrigen Gleichungen wohldefiniert.
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Beweis. Sei (Ay)ns1 eine monoton steigende Folge von Ereignissen. Definiere A; = A; fiir
jedes n > 2 setzte

A, = A)\An.

Die Ereignisse A, sind disjunkt und erfiillen
) oo N
UAn=UAn und AN=UAH.
n=1 n=1 n=1
Anwendung von Sigmaadditivitdt und Additivitét liefert die erste Behauptung

P{UJ A =P[U A.]

Fiir die zweite Behauptung nehme eine monoton fallende Folge von Ereignissen (B,,).
Die Folge (B¢) is monoton steigend und Anwendung der ersten Behauptung liefert das
Gewiinschte:

PN Bn]=1—P[QB;J

n=1

=1- lim P[B¢]

n—oo

= lim P[B,].

n—oo

5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Betrachten wir ein Zufallsexperiment, welches durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P)
beschrieben wird. Héufig konnen wir nur durch Teilereignisse also unvollstdndige Infor-
mation auf das tatsdchliche Ergebnis schlieffen. Ein Beispiel hierfiir ist das einmalige
Wiirfeln wobei die tatsédchliche Wiirfelzahl fiir uns unbekannt ist. Ein Freund bestétigt je-
doch, dass eine gerade Zahl gewiirfelt wurde. Diese Information beeinflusst unsere gesamte
Wahrscheinlichkeitsberechnung. Seien A und B zwei Ereignisse und uns wird mitgeteilt,
dass B eintritt. Dann kann die neue Wahrscheinlichkeit unter neuem Kenntnisstand nicht
mehr P[A] sein. Warum ist dies so? Schlieflich wissen wir, dass unter neuer Informati-
onslage (Wiirfeln einer geraden Zahl) A dann und nur dann eintritt, wenn An B eintritt.
Das bedeutet, dass die neue Wahrscheinlichkeit von A proportional zu P[A n B] ist.
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Definition 1.13 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum. Seien A, B zwei Ereignisse mit P[B] > 0. Wir definieren die bedingte
Wahrscheinlichkeit von A gegeben B wie folgt

P[An B]

PIA|B]= —pr

Bemerkung 1.14. P[B|B] =1. B findet unter bedingt B stets statt.

Beispiel: Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P), der dem Wurf eines
Wiirfels entspricht. Sei A = {1,2,3} das Ereignis, dass das Wiirfelauge kleiner als oder
gleich 3 ist. Sei B ={2,4,6} das Ereignis, dass das Wiirfelauge gerade ist. Dann berechne

P[AnB] 1/6

FAIET= T SR

Satz 1.15. Sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Sei B ein Ereignis mit positiver
Wahrscheinlichkeit. Dann ist P[ .| B] ein W-Mass auf €.

Satz 1.16 (Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit). Sei By,--, B, eine Partitionq des
Grundraums Q, so dass P[B;] > 0 fiir jedes 1 <i <n gilt. Dann gilt

VAeF P[A]=YP[A|B;] P[Bi].
=1

%4.e. Q= By U---U B, mit paarweise disjunkten Ereignissen.

Beweis. Unter Verwendung der Distributivitat der Schnittmengenbildung gilt
A=AnQ=An(Byu--uB,)=(AnB))u-—U(AnB,).
Die Ereignisse A n B; sind paarweise disjunkt, zudem haben wir
P[A]=P[AnB;]+--+P[An B,].

Zusétzlich gilt per Definition P[A n B;] = P[A | B;] P[B;] fiir jedes i. Einsetzten in die
obige Gleichung liefert das Gewdiinschte

P[A] =P[A| B,] P[B\] + -+ P[A| B,] P[B.].
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Satz 1.17 (Satz von Bayes). Sei By, ..., B, € F eine Partition von § sodass, P[B;] >0
fir jedes i gilt. Fir jedes Ereignis A mit P[A] >0 gilt

P[A|B;] P[Bi]

Vi=1,...,n P[B;|A]= i P[A| B;] P[B;]

Klassische Anwendung: Es wird ein Test durchgefithrt, um eine bestimmte seltene
Krankheit zu diagnostizieren, die 1/10000 der Bevolkerung befillt. Dieser Test ist recht
zuverlassig und gibt in 99 Prozent der Félle ein richtiges Testergebnis. Wenn ein Patient
ein “positives Testergebnis” hat (d.h. der Test behauptet, dass der Patient infiziert ist),
wie grof ist die ist die Wahrscheinlichkeit, dass er tatséchlich krank ist?

Zuerst modellieren wir die Situation mittels Grundraum

Q={0,1} x{0,1}.

und F =P(2). Ein Ereignis beschreibt einen Patienten mittels Paar w = (wy,ws), wobei

~]0  falls der Patient gesund ist,
" 11 falls der Patient infiziert ist,

_]0  falls der Test negativ ausfillt,
711 falls der Test positiv ausfallt.

Sei S ein Ereignis sodass, der Patient infiziert ist und sei 7" ein Ereignis sodass, der Patient
positiv getestet ist. Alle Elemente aus S sind Paare w = (w1, ws) mit wy = 1 sodass,

5= {(1’0)’ (17 1)}

Ebenso haben wir
T = {(0,1),(1,1)}.

Aufgrund der Beschreibung des Zufallsexperiments haben wir zudem folgende Informa-
tionen iiber unser W-Mass

pro]- ! 99 1

=—— PIT|S|=—, P[IT]|S‘]=—.

10000’ [T15] 100’ [T15°] 100
Uns interessiert nun die posteriori Wahrscheinlichkeit , dass ein getesteter Mensch infiziert
ist bedingt unter dem Ereignis eines positiven Tests (P[S|7']). Anwenden des Satz von

Bayes mittels Partition 2 = S u 5S¢ liefert

P[T[S] P[S]
[T | S]P[ST+P[T|S¢] P[S¢]
B 0.99 x 0.0001
~0.99 x 0.0001 + 0.01 x 0.9999

P[S|T]- 5

~ 0.0098.
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Dieses Ergebnis ist recht iiberraschend: Die Wahrscheinlichkeit, bei einem positiven Test
tatsdchlich krank zu sein, ist sehr gering!

Wie lasst sich dies erklaren? Betrachtet man die Gesamtbevolkerung, so gibt es zwei
Arten von Personen, die positiv Test getestet werden:

- Gesunde Personen mit einem (filschlicherweise) positiven Test, welche etwa ein Pro-
zent der Bevolkerung ausmachen.

- Erkrankte Personen mit einem (korrekten) positiven Test, die etwa 1/10000 der
Bevolkerung ausmachen.

Bedingt auf einen positiven Test, hat eine Person eine viel grofsere Chance, zur ersten
Gruppe zu gehoren.

6 Unabhangigkeit

Unabhangigkeit von Ereignissen

Definition 1.18 (Unabhéngigkeit von zwei Ereignissen). Sei (2, F,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Zwei Ereignisse A und B heissen unabhdngig falls

P[An B] = P[A] P[B].

Bemerkung 1.19. Falls P[A] € {0,1}, dann ist A unabhdingig von jedem Ereignis sodass,
VBeF P[AnB]=P[A] P[B].

Falls ein Ereignis A unabhdngig von sich selbst ist, also P[An A] =P[A]?) gilt, dann
muss P[A] € {0,1} gelten.
A ist unabhdingig von B genau dann wenn A unabhdngig von B¢ ist.

Der Begriff der Unabhéngigkeit ist in der Wahrscheinlichkeitsrechnung von grundle-
gender Bedeutung: Er entspricht der intuitiven Vorstellung, dass sich zwei Ereignisse nicht
gegenseitig beeinflussen. Die nachfolgende Proposition illustriert dies

Satz 1.20. Seien A, B € F zwei Ereignisse mit P[A],P[B] > 0. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) P[An B] =P[A] P[B], A und B sind unabhingig
(i) P[A| B] =P[A], FEintreten von B hat keinen Finfluss auf A
(iii) P[B|A] = IP’[B]. FEintreten von A hat keinen Einfluss auf B

Beweis. Sei P[B] >0 dann gilt
@ A” B IP’[A]) o (P[A| B] = P[A]) < | (i0)]

Da gerade E mit vertauschten Rollen von A und B ist, kann die Aquivalenz
nach obiger Logik genauso bewiesen werden. O
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Typische Beispiele fiir unabhéngige Ereignisse treten beim mehrfachen Wiederholen

von Zufallsexperiment auf. Das nachfolgende Beispiel von zweier unabhangiger Wiirfel
illustriert dies

Beispiel: Wurf zweier unabhéngiger Wiirfel

Wir werfen zwei voneinander unabhéangige Wiirfel. Dies wird durch das Laplace-Modell
des Grundraums modelliert

0=1{1,2,3,4,5,6}>
Betrachte folgende Ereignisse

A={w : wy €2Z}, “Erstes Wiirfelauge ist gerade”
B={w : 1+wye2Z}, “Zweites Wiirfelauge ist ungerade”
C={w: w+wy <3}, “Die Summe beider Augen ist hochstens 3”
D={w: w <2, wy <2} “Beide Augen sind kleiner als 2”

Uberpriife, dass
e A und B sind unabhéngig,
e A und C sind nicht unabhéngig,

e A und D sind unabhéngig.

Definition 1.21. Sei [ eine beliebe Indexmenge. Eine Familie von Ereignissen (A;)ier
heisst unabhdngig falls

VJcl endlich  P[(A;]=]]P[4;]

jeJ jeJ

Bemerkung: Drei Ereignisse A, B und C sind unabhéngig falls alle 4 folgenden Glei-
chungen erfiillt sind (nicht nur die Letzte!):

P[An B] = P[A] P[B],
P[AnC] = P[A] P[C],
P[BnC]=P[B] P[C],

P[AnBnC]=P[A] P[B] P[C]

Beispiel: Wir verwenden die gleiche Notation wie im obigen Beispiel Definition [I.21] Die
Ereignisse A, B, und D sind unabhingig (Uberpriife dies!).



Kapitel 2

Zufallsvariablen und
Verteilungsfunktionen

Ziele
e Verstehen der Definition der Zufallsvariable und ihrer Verteilungsfunktion.
e Anwendung von Abstrakten Wahrscheinlichkeitsraumen (2, F,P).

e Nachvollziehen der eingefiihrten Notation beziiglich dem Beschreiben von Ereignis-
sen durch Zufallsvariablen.

e Konkrete Konstruktion von Zufallsvariablen durch Folgen von u.i.v. Bernoulli Zu-
fallsvariablen.
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1 Abstrakte Definition

Héaufig ist das Modellieren eines wahrscheinlichkeitstheoretischen Modells ziemlich zu ab-
strakt und kompliziert und man ist nur an bestimmten Groéfen des Modells interessiert.
Aus diesem Grund fiihrt man den Begriff der Zufallsvariable ein.

Definition 2.1. Sei (Q,F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvariable
(Z.V.) ist eine Abbildung X : Q - R sodass, fir alle a € R gilt,

{weQ: X(w)<a}eF.

=» Die Bedingung {w € Q : X(w) < a} € F ist notwendig fiir die Wohldefiniertheit von
P{wef : X(w)<a}]
Example 1: Wetten auf ein Wiirfelergebnis

Wir werfen einen fairen Wiirfel. Der Stichprobenraum ist Q = {1,2,3,4,5,6} und wir
betrachten das Laplace-Modell (2, F,P) nach Definition Nehmen wir an, dass wir so
auf das Ergebnis wetten sodass, unser Gewinn beschrieben wird durch

-1 Wiirfelauge zeigt 1, 2 oder 3,
0 Wiirfelauge zeigt 4,
2 Wiirfelauge zeigt 5 oder 6,

wobei ein negativer Gewinn einen Verlust darstellt. Wir wollen nun unseren Gewinn durch
eine Zufallsvariable X modellieren. Wir definieren daher

1 ifw=1,23,
Vwe X(w)=40 ifw=4, (2.1)
2 if w=5,6.

Da F = P(Q), gilt {w : X(w) < a} € F fir jedes a. Nach Definition ist X somit eine
Zufallsvariable auf (2, F,P).
Example 2: Indikatorfunktion auf einem Ereigniss

Sei A € F. Wir definieren die Indikatorfunktion 1 4 auf A, durch

0 ifwé¢A,

Vel ]1’4(“):{1 ifwe A

Somit ist 14 per Definition eine Zufallsvariable, denn es gilt

g ifa<0,
{w:Tg(w)<a=2Ac if0<a<l,
Q ifax>1,



2. VERTEILUNGSFUNKTION 23

wobei @, A¢ und €2 Elemente in F sind.
Bemerkung: Die Rolle der o-Algebra Nehmen wir die gleiche Notation wie in
Beispiel 1. Wir betrachten zusétzlich folgende zwei Sigma-Algebren:

Fi={2,{1,2,3},{4,5,6},{1,2,3,4,5,6}},
fQ = {®7 {1’ 273}7 {]‘727374}’ {47576}7 {5’6}7 {]" 2’ 37576}’ {4}’ {1727374’ 5’ 6}}

Ist X eine Zufallsvariable auf (2, F;,P}? Um diese Frage zu beantworten, muss man
die Menge {w : X(w) < a} genauer untersuchen. Hier sechen wir, dass

%] fiir a < -1,

1,2,3 fir —1<a<0,
W X@)caqy= {02 T mlsac

{1,2,3,4} fiir 0<a<2,

{1,2,3,4,5,6} fiir a > 2.

Insbesondere sehen wir, dass X eine Zufallsvariable auf (€2, F,P) aber nicht auf
(Q,fl,P) ist.

Notation: Fiir Ereignisse im Bezug auf Z.V. werden wir auf darauf verzichten sie
mittels Beziehung zu w darzustellen. Stattdessen schreiben wir fiir a < b

{X<a}={weQ: X(w)<a},
{a<X <b}={weQ:a<X(w)<b},
{XeZ}={weQ : X(w)eZ}.

Betrachten wir die Wahrscheinlichkeit nach obigen Beispiel. Dann lassen wir gerade
die Klammern weg und schreiben einfach

PX <a]=P[{X <a}]=P{weQ: X(w)<a}]

2 Verteilungsfunktion

Definition 2.2. Sei X eine Zufallsvariable auf einem W-Raum (Q,F,P). Die Ver-
teilungsfunktion von X ist eine Funktion Fx :R — [0,1], definiert durch

VaeR Fx(a)=P[X <a].

Example 1: Wetten auf einen Wiirfel



2. VERTEILUNGSFUNKTION 24

Sei X eine Zufallsvariable definiert durch Eq. (2.1). Fiir a € R, schreiben wir

0 if a<-1,
1/2 if-1<a<0
Fx(a) = ’
x(a) 2/3 if0<a<?,
1 if a > 2.
14
2/3
1/2]
-1 0 2 -

Abbildung 2.1: Graph der Verteilungsfunktion Fly.

Example 2: Indikatorfunktion eines Ereignisses

Sei A ein Ereignis. Sei X = 1,4 eine Indikatorfunktion auf einem Ereignis A. Dann gilt

0 falls a < 0,
Fx(a)=41-P[A] fallsO<a<1,
1 falls a > 1.

Satz 2.3 (Einfache Identitét). Seien a <b zwei reelle Zahlen. Dann gilt
Pla< X <b] = F(b) - F(a).
Beweis. Betrachte die disjunkte Vereinigung {X <b} = {X <a}u{a < X <b}. Somit gilt
P[X <b]=P[X <a]+Pla<X <],

und aus obiger Gleichung folgt die Behauptung. m
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Theorem 2.4 (Eigenschaften der Verteilungsfunktion). Sei X eine Z.V. auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P). Die Verteilungsfunktion F = Fx : R - [0,1] von
X erfillt folgende Eigenschaften.

(i) F ist monoton wachsend.
(it) F st rechtsstetid?]

(7¢) lim F(a)=0 und lim F(a)=1.

a——00

“Formal: F(a) = 1}1{101 F(a+h) fir jedes a € R.

Beweis. Wir beweisen (i), dann (i7) und schlieflich (ii).

(i) Fir a < b, haben wir {X < a} c {X < b}. Unter Anwendung der Monotonie des
W-Masses gilt P[X < a] <P[X <b]. Dies liefert das Gewtinschte

F(a) < F(b).

(#i) Sei a, 1 co. Fiir jedes w € Q, existiert ein n grok genug, sodass X (w) < a,. Also gilt,
Q=UJ{X <an}.
n>1
Zudem, haben wir {X < a,} c {X < a,,1} und durch die Stetigkeit des W-Masses
gilt
1=P[Q] =P[U{X <an}]

= AL%%[X <ap]
=t F(an).
Analog folgt aE{nm F(a) = 0. Dafiir nehme man a,, | —o0, dann gilt
g= X <a,}

n>1

und {X < a,} > {X < a,,1}. Erneutes Anwenden der Stetigkeit des W-Masses liefert
das Gewiinschte
0=P[@] = lim P[X <a,] = lim F(a,).

n—oo

(7)) Sei aeRR, sei h, | 0. Es gilt
{X<a}=({X <a+h,},

n>1

wobei {X <a+h,} 2 {X <a+h,.1}. Anwendung der Stetigkeit des W-Masses liefert
das Gewiinschte

F(a) =P[X <a] = P[{X <a+h,}] = lim P[X <a+h,] = lim Fla+h,].

’N,>1 n—-oo
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3 Unabhangigkeit von Zufallsvariablen

Definition 2.5. Seien Xi,...,X, Zufallsvariablen auf einem W-Raum (Q,F,P).
Dann heissen X1, ..., X, unabhdngig falls

Vi, 20,..., 0, €R P(Xi<xy,..., Xy <x, | =P[Xy <aq] .. . P[X, <], (2.2)

Bemerkung 2.6. Man kann zeigen, dass X1, ..., X, genau dann unabhdngig sind, wenn
folgende Bedingung gilt

VI cR,..., I, cR Intervalle {X, €L },...,{X,€l,} sind unabhingig .

Example 1: 2-faches unabhdingiges Wiirfeln

Wir betrachten das Laplace modell (€2, F, P) auf Q = {1,2,3,4,5,6}?. Ein Element
w € ist gerade ein Paar (wy,ws). Die erste Koordinate entspricht dem Wert des ersten
Wiirfelauges. Die zweite Koordinate entspricht dem Wert des zweiten Wiirfelauges. Wir
definieren folgende Zufallsvariablen X,Y, 7 : 2 - R durch

X(w)=w Y (w) =ws Z(w) = wy + ws.

Dabei ist Z gerade der Summe beider Wiirfelaugen. Per Konstruktion sind X und Y
gerade unabhéngig. Seien I,J c {1,...,6}, dann erhalten wir

|[IxJ| |1 |J]

Pl XelY =P[I = S bl O el

[Xel,YelJ] [IxJ] 9] 56
AL O VAL O pry ey e

Somit existiert fiir jedes z,y € R, Mengen I,J c {1,...,6}, sodass [X <z]=[X € I] und
[Y <y]=[Y € J] gilt. Dies liefert das Gewiinschte

P[X <z,Y <y]=P[X <z]P[Y <y].

Beobachte allerdings, dass X und Z nicht unabhéngig sind

1 1
@:P[Xg1,232]¢P[Xg1]P[Zgz]:@,
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Gruppierung von Zufallsvariablen

Wenn wir eine Menge unabhéngiger Zufallsvariablen haben und disjunkte Gruppen solcher
Zufallsvariablen bilden, dann sind diese Gruppen auch wiederum unabhéngig voneinander.
Diese Idee wird durch den folgenden Satz formalisiert.

Satz 2.7 (Gruppieren von Zufallsvariablen). Seien X7,..., X,, n unabhingige Zufallsva-
riablen. Seien 1 <11y < iy < - <i <n Indexes und ¢q,...,¢r Abbildungen. Dann sind

5/1 = ¢1(X1a ce 7Xi1)7}/2 = ¢2(Xi1+17 ce aXiz) ... 7Yk: = ¢k(Xik_1+17 ... 7Xlk)
unabhdngig.

Beweis. Ausgelassen. O

Folgen von u.i.v. Zufallsvariablen

Definition 2.8. FEine Folge von Zufallsvariablen X1, X, ... heisst
1. unabhdngig falls X1, ..., X, unabhdngig sind, fir alle n € N.

2. unabhdngig und identisch verteilt (uiv) falls sie unabhingig ist und die
Zufallsvariablen dieselbe Verteilungsfunktion haben d.h.

Vi,j Fx, = Fx,.

4 Transformation von Zufallsvariablen

Wenn wir einige Zufallsvariablen X7, X5, ... auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P)
haben, konnen mittels Komposition von Funktionen neue Zufallsvariablen auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum erzeugen. So kann man z.B. Z; = exp(X;), Z, = X; + X, als
neue Zufallsvariablen betrachten. Dabei sollte man nicht vergessen, dass Zufallsvariablen
Abbildungen von 2 nach R sind. Zum Beispiel entsprechen die Zufallsvariablen Z; und
Z5 den Abbildungen, die fiir jedes w € ) definiert sind durch

Z1(w) = exp(Xi(w)), Zy(w) = X1(w) + Xo(w).

Formal fithren wir die folgende Notation ein, die es uns erlaubt, mit Zufallsvariablen
so zu behandeln, als wiren sie nur reelle Zahlen. Falls X eine Zufallsvariable ist, und
¢:R - R, so schreiben wir

B(X) =60 X.
Somit ist ¢(X) eine neue Abbildung von 2 - R, welche in dem nachfolgenden Diagram
dargestellt ist.

o5 rR 4 R
w — X(w) — o(X(w)).
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Ganz allgemein, kénnen wir ebenfalls Funktionen mehrerer Variablen betrachten. Seien
X4,..., X, n Zufallsvariablen und ¢ : R®” - R eine Abbildung, so schreiben wir

(X1, Xp) =do(Xy,...,X,).

5 Konstruktion von Zufallsvariablen

In Abschnitt [I] haben wir Zufallsvariablen definiert. In Abschnitt [2] haben wir gesehen,
dass wir jeder Zufallsvariablen X eine Verteilungsfunktion F' = Fx : R - [0, 1] zuordnen
konnen, die ihre wahrscheinlichkeitstheoretischen Eigenschaften umfasst und folgende Be-
dingungen erfiillt

(i) F monoton steigend
(ii) F rechtsstetig

(i) lim F(a)=0und lim F'(a) = 1.

Umgekehrt kann man nun fragen, ob es fiir jede Abbildung F': R — [0, 1] , welche Eigen-
schaft |(1)H(ii1)| erfiillt, eine Zufallsvariable X mit Eigenschaft Fx = F' existiert?

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, allgemeine Zufallsvariablen zu konstruieren und die
obige Frage positiv zu beantworten. Eine vollsténdige Konstruktion wiirde einige Hilfsmit-
tel aus der Mafstheorie erfordern, die den Rahmen dieses Kurses sprengen wiirden: Unser
Ansatz stiitzt sich auf ein abstraktes Theorem von Kolmogorov, das die Existenz von
uiv Folgen von Zufallsvariablen garantiert. Der Beweis dieses Theorems wird ausgelassen,
jedoch wollen wir die Konstruktion rigoros beweisen. Unsere Motivation ist eine doppelt
motiviert

e Auf theoretischer Ebene ist die Existenz von Zufallsvariablen grundlegend: “Es ist
notwendig, dass die mathematischen Objekte iiber die wir sprechen, iiberhaupt exi-
stieren!”

e Auf praktischer Ebene bietet die hier vorgestellte explizite Konstruktion ein allge-
meines Rezept zur Konstruktion von Zufallsvariablen. Damit kann eine beliebige
Zufallsvariable auch numerisch simuliert werden, sofern ihre Verteilungsfunktion ge-
geben ist.

Die Existenz folgt den folgenden 4 Schritten.

Schritt 1: Existenzsatz von Kolmogorov und uiv Folgen von Ber. Z.V.

Unsere Konstruktion beginnt mit Bernoulli-Zufallsvariablen, welche wir nun definieren.
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Definition 2.9. Sei p € [0,1]. Eine Zufallsvariable X heifit Bernoulli Zufallsva-
riable mit Parameter p falls

P[X=0]=1-p und P[X=1]=p.

Dabei schreiben wir stets X ~ Ber(p).

Example: n-facher Miinzwurf

Wir wollen ein Modell fiir n aufeinanderfolgende unabhéngige Miinzwiirfe definieren. Be-
trachten wir den Grundraum @ = {0,1}" mittels Laplace-Modell (F,P). Definiere die
Zufallsvariablen

X;: Q - {0,1} .

(Wi, wn) Wy

(X; reprasentiert den i-ten Miinzwurf, X; = 1 besagt, dass der i-te Miinzwurf gerade Kopf
zeigt, wohingegen X; = 0 gerade das Ergebnis von Zahl darstellt.) Per Konstruktion sind
Xi,..., X, gerade unabhéngige Bernoulli Zufallsvariabeln mit Parameter p = 1/2.

Um zu beweisen, dass X ~ Ber(1/2) gilt, berechnen wir gerade die Ereignisse {X; =
0} = {0} x{0,1}" 1 und {X; =1} = {1} x {0,1}"!. Anwendung der Definition von P im
Laplace Modell liefert:

PLX, = 0] = {0} x |{£|,1}"—1| :% and P{X,~1] - {1} x |{£[1}n—1| ) %

Aquivalent kann man zeigen, dass jede X;, 1 < i < n eine Bernoulli-Zufallsvariable mit
dem Parameter 1/2 ist.

Fiir die Unabhéngigkeit ist es hinreichend Gleichung fiir 1, ..., 2, € {0,1} nach-
zuweisen. Fir solche Zahlen gilt mit [{0,x;}| = 1 + z; gerade

P[Xi<2y,..., X, <2, | = P[{0, 21} x -+ x {0, 2, } ]

0,1} o x {0,
2]
l+x 1+,

2 ...T:P[Xlgxl]mP[XnSIn].
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Fiir jedes n > 1 konstruiert das obige Beispiel einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P)
und n unabhéngige Bernoulli-Zufallsvariablen X, ..., X,, mit Parameter 1/2 . Ebenso ist
es natiirlich, eine unendliche Folge von unabhéngigen Bernoulli-Zufallsvariablen X7, Xo, ...
zu betrachten. Die Konstruktion eines geeigneten Wahrscheinlichkeitsraumes ist dabei
deutlich komplizierter und ist Inhalt des folgenden Theorems.

Theorem 2.10 (Existenzsatz von Kolmogorov). Es existiert ein W-Raum (2, F,P)
und eine nicht endliche uiv Folge von Bernoulli Zufallsvariablen Xi,Xs,... auf
(2, F,P) mit Parameter 1/2.

Beweis. Ausgelassen. O

Schritt 2: Konstruktion von gleichverteilten Zufallsvariablen auf [0, 1]

Wir verwenden Bernoulli-Zufallsvariablen, um eine gleichméfige Zufallsvariable auf [0, 1]
zu konstruieren. Intuitiv kann man sich einen Wassertropfen vorstellen, der in das Intervall
[0,1] fallt. Wir nehmen an, dass der Tropfen gleichméssig auf das Intervall fallt. Zum
Beispiel ist die Wahrscheinlichkeit, in [0,1,0.2] zu fallen, dieselbe wie in [0.8,0.9] zu
fallen. Eine gleichférmige Zufallsvariable in [0, 1] représentiert die Position, an der ein
solcher Tropfen fallt.

Definition 2.11. Eine Zufallsvariable U heifit gleichverteilt auf [0,1] falls ihre Ver-
teilungsfunktion gegeben ist durch

0 x<0
Fy(x)=4z 0<x<l1
1 x>1.

Wir schreiben gerade U ~U([0,1]).

Fy(x)

I

Abbildung 2.2: Links: Verteilungsfunktion einer Bernoulli-Zufallsvariable mit Parameter
p . Rechts: Verteilungsfunktion einer gleichverteilten Zufallsvariable auf [0,1].

Seien X1, Xo, ... eine Folge von unabhingigen Bernoulli-Zufallsvariablen mit Parame-
ter 1/2. Fiir jedes festes w haben wir X;(w), Xo(w)--+ € {0,1}. Daraus folgt, dass die
unendliche Reihe

Y(w) = iwxn(w) (2.3)

absolut konvergiert, wobei Y (w) € [0, 1] ist.
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Satz 2.12. Die Abbildung Y : Q — [0,1] definiert in (2.3)) ist eine gleichverteilte
Zufallsvariable auf [0,1].

Schritt 3: Konstruktion von Z.V. mit beliebiger Verteilungsfunktion F
Sei F': R - [0,1] eine Verteilungsfunktion, welche Eigenschaften [(i)| erfiillt.

Falls F' streng monoton steigend und stetig ist, dann ist F' bijektiv und man kann
eine Umkehrfunktion F~! definieren. Fiir jedes « € [0,1] ist F~!(«) die eindeutige reelle
Zahl z, fur die F(z) = « gilt. In einem solchen Fall definiert dies die inverse Verteilungs-
funktion. Allgemeiner kann man eine verallgemeinerte Umkehrfunktion die sogenannte
verallgemeinerte Inverse fiir F' definieren.

Definition 2.13 (Pseudoinverse). Die Pseudoinverse von F ist eine Abbildung F~' :
(0,1) - R definiert durch

Vae(0,1) |FHa)=inf{reR : F(z)>a}|

Nach Definition des Infimums und unter Verwendung der rechten Stetigkeit von F
ergibt sich fiir jedes z € R und « € (0,1)

(F(a)<z) <= (a<F(z)).

Ausgehend von der Pseudoinversen bietet das folgende Theorem eine Moglichkeit, eine
Zufallsvariable mit beliebiger Verteilungsfunktion zu konstruieren.

Theorem 2.14 (Inversionsmethode). Sei F': R — [0,1] eine Abbildung, welche Ei-
genschaften erfillt. Sei U eine Gleichverteilte Zufallsvariable. Dann besitzt
die Zufallsvariable

X =F1U)

gerade die Verteilungsfunktion Fx = F.

Bemerkung 2.15. Wir wollen nochmals kurz erldutern, warum die Definition von X
nach wohldefiniert ist. Sei U : Q — [0,1] und F~1: (0,1) - R analog zum obigen
Theorem definiert. Dann gilt stets P[U € (0,1) = 1]. Strenggenommen ist X bis jetzt nur
auf einer Menge mit Wahrscheinlichkeit 1 aber nicht auf ganz Q0 definiert. Wir beheben
das Problem mittels folgender Definition

X(w) - {Op—l(U(w)) falls U(w) €(0,1)

sonst.
(Dabei spielt O selbst keine Rolle, man hitte jede beliebige reelle Zahl nehmen kinnen.)
Beweis. Fiir jedes x € R gilt
P[X <2]=P[F Y (U)<z]=P[U < F(z)] = F(x).
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Schritt 4: Allgemeine Folgen von unabhingigen Zufallsvariablen

Theorem 2.16. Seien Fi, F;... eine Folge von Funktionen R auf [0,1], die die Eigen-
schaften am Anfang des Abschnitts erfiillen. Dann existiert ein Wahrscheinlich-
keitsraum (2, F,P) und eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen X1, X, ... auf die-
sem Wahrscheinlichkeitsraum, sodass

e fiir jedes i gilt: X; hat Verteilungsfunktion F; (d.h. Vo P[X; <x]= F;(x)), und
o X1, X5, ... sind unabhdngig.
Beweis. Siche Ubungsserie. O]

Der obige Satz ist in der Theorie wichtig, weil er uns erlaubt, direkt mit Zufallsva-
riablen zu arbeiten, ohne den Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,[P) genauer zu definieren.
Wenn zum Beispiel F' und G zwei gegebene Verteilungsfunktionen sind, kénnen wir stets
zum Beispiel schreiben:

“Seien XY zwei unabhéngige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen F' und G.”.



Kapitel 3

Diskrete und stetige Zufallsvariablen

Ziele
e Definition von diskreten und stetigen Zufallsvariablen.

e Klassische Beispiele fiir diskrete und kontinuierliche Zufallsvariablen: Motivation,
Beziehung verschiedenen Zufallsvariablen.

e Wahrscheinlichkeitstheoretische Interpretation der Eigenschaften von Fly.

e Wahrscheinlichkeitsdichte fy einer Zufallsvariable: Interpretation, Zusammenhang
mit der Verteilungsfunktion Flx.

Rahmenbedingung In diesem Kapitel fixieren wir stets einen W-Raum (2, F,P).

33
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1 Unstetigkeit /Stetigkeit der Verteilungsfunktion F’

Wir haben gesehen, dass die Verteilungsfunktion F' = F'x einer Zufallsvariablen X immer
rechtsstetig ist. Wie sieht es aber mit Linksstetigkeit aus?

Fiir eine Bernoulli-Zufallsvariable X ~ Ber(p) mit p < 1 haben wir Fx(-h) = 0 fiir
jedes h >0, aber Fx(0) =1—-p+ 0. Daher ist Fx nicht linksstetig in 0, d.h.

llgglFx(—h) =0+ Fx(0).

Man kann dies in Abb. sehen, beobachte dabei den Sprung von Fy(z) an der Stelle
z=0.

Im Gegensatz dazu ist die Verteilungsfunktion der gleichverteilten Zufallsvariablen, die
in Abb. dargestellt ist, auf R stetig, insbesondere ist sie in jedem Punkt linksstetig:
fiir eine gleichférmige Zufallsvariable U gilt

VaeR 1}%1 Fy(a-h)=Fy(a).

Der folgende Satz gibt eine Interpretation des linksseitigen Grenzwertes

F(a-):= l}il%l F(a-h)

im Punkt «a fiir allgemeine Verteilungsfunktionen.

Satz 3.1 (Wahrscheinlichkeit eines Punktes). Sei X : Q - R eine Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion F. Fir jedes a in R gilt

P[X =a]=F(a)-F(a-)

Wir verzichten auf den Beweis, der mit Hilfe der grundlegenden Identitét des Satzes|2.3
und der Stetigkeitseigenschaft von Wahrscheinlichkeitsmafken (Prop. [1.11]) leicht zu fithren
ist. Wir wollen uns vielmehr der Interpretation dieses Satzes widmen.

Sei a € R fixiert.

=» Wenn F' in einem Punkt a € R nicht stetig ist, dann ist die “Sprunghdhe”
F(a) - F(a-) gleich der Wahrscheinlichkeit, dass X = a.

=» Falls F stetig in einem Punkt a € R ist, dann gilt P[X =a] = 0.
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2 Fast sichere Ereignisse

Ein wichtiger Begriff bei der Arbeit mit Zufallsvariablen ist der Begriff des fast sicheren
Eintretens eines Ereignisses.

Definition 3.2. Sei A € F ein Ereignis. Wir sagen A tritt fast sicher (f.s.) ein,
falls

P[A] =1.

Bemerkung 3.3. Wir erweitern gerade diese Notation auf allgemeinere Mengen A c
(nicht zwangsweise ein Ereignis): Wir sagen dann, dass A fast sicher eintritt, falls ein
FEreignis A" € F existiert, sodass A’ c A und P[A'] = 1.

Zusammengefasst: Etwas tritt f.s. ein, falls es mit Wahrscheinlichkeit 1 stattfindet. Ein
klassisches Beispiel ist die folgende Aussage fiir die Grossenrelation einzelner oder zweier
Zufallsvariablen X,Y. Wir schreiben dann gerade

X<Y fIs.

falls P[X <Y] =1, und
X<a fs.

falls P[X <a] = 1.

3 Diskrete Zufallsvariablen

Definition 3.4 (Diskrete Zufallsvariable). Eine Zufallsvariable X : Q — R heisst
diskret falls eine endliche oder abzdihlbare Menge W c R existiert, sodass

P X eW]=1.
"Die Werte von X liegen in W fast sicher.”

Bemerkung 3.5. Wenn der Grundraum () endlich oder abzdhlbar ist, dann ist jede Zu-
fallsvariable X : Q@ - R diskret. In der Tat ist das Bild X(Q) ={reR : Jw e Q X (w) =z}
endlich oder abzihlbar und wir haben P[X e W] =1, mit W = X(Q).

Definition 3.6. Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in einer endlichen
oder abzdihlbaren Menge W c R. Die Zahlenfolge (p(x))zew definiert durch

VeeW p(x):=P[X =z]

heisst Verteilung von X.
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Satz 3.7. Die Verteilung (p(x))zew einer diskreten Zufallsvariablen erfillt

Z p(x) =1.

zeW

Beweis. Wir haben
{XeW}= U{Xz:c}.

zeW
Da die Vereinigung disjunkt ist und die Menge W hdochstens abzahlbar ist, haben wir

L=FX W] =P[ (X =x)] = ZWP[sz]: pr(x).

]

Wir geben 3 Beispiele fiir diskrete Zufallsvariablen, die auf (2, F,P), dem Laplace-
Modell auf © ={1,2,3,4,5,6} definiert sind.
Example 1: Wert des Wiirfelauges
Man betrachte die Zufallsvariable X : {2 - R, definiert durch

Vwe) X(w)=w
(X steht fiir den Wert des Wiirfels). Dann nimmt X folgende Werte in
W={1,2,3,4,5,6}

fast sicher an. X ist somit eine diskrete Zufallsvariable und ihre Verteilung ist gegeben

durch
VeeW p(x):]P’[X:x] =

=

Example 2: Wetten auf ein Wiirfelauge
Betrachte folgende Zufallsvariable

-1 fallsw=1,2,3,
Vwe) X(w):={0 fallsw=4,
2 falls w =5, 6.

vergleiche dies mit Beispiel 1 auf Seite Dann nimmt X folgende Werte
W ={-1,0,2}
fast sicher an. Die Verteilung ist gegeben durch
1 1 1
—1 = — O ==, 2 = —.
p(-) =5, p0)=¢ »(2)=7

Example 3: Vielfaches der Zahl 3
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Betrachte die folgende Zufallsvariable,

1 fallswe{3,6},

0 sonst..

VweQ X(w) ::{

(X ist eine Indikatorfunktion auf dem Ergebnis eines Vielfachen der 3). Dann nimmt X
die Werte

W ={0,1}
fast sicher an und die Verteilung ist gegeben durch
2 1
0)=- 1)=-.
p(0) =3, p(1)=3

Nach Definition ist X eine Bernoulli-Zufallsvariable mit dem Parameter 1/3.

Bemerkung 3.8. Umgekehrt, wenn wir eine Folge von Zahlen (p(x))zew mit Werten in
[0,1] gegeben haben, sodass
> p(z) =1, (3.1)

zeW

dann gibt es einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und eine Zufallsvariable X mit
zugehoriger Verteilung (p(x))zew. Dies gilt nach dem Existenzsatz in Kapitel 2.
Diese Beobachtung ist in der Praxis wichtig, denn sie erlaubt uns zu schreiben:

“Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Verteilung (p(x))zew.”

Verteilung p vs. Verteilungsfunktion Fy

Von der Verteilung p zur Verteilungsfunktion F'y

Satz 3.9. Sei X eine diskrete Zufallsvariable, dessen Werte in einer endlichen oder ab-
zaihlbaren Menge W liegen, und deren Verteilung p ist. Dann ist die Verteilungsfunktion
von X gegeben durch

VeeR Fx(z)= ) p(y) (3.2)

y<z
yeW

Beweis. Fiir jedes x € R erhalten wir

PLX <2] = P[X € (-eo,2] n W] + PLX € (oo, 2] 0 IW] = PLU {X = }] - > B[X=y]

<P[XeWe]=0
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Von der Verteilungsfunktion Fx zur Verteilung p Sei X eine diskrete Zufallsvaria-
ble. Gleichung driickt die Verteilungsfunktion F'yx in Bezug auf p als eine stiickweise
konstante Funktion aus. Umgekehrt ist eine Zufallsvariable mit einer stiickweise konstan-
ten Verteilungsfunktion F' diskret und W und p sind gegeben durch

W = {Position des Sprungs von Fx},
p(x) = “Hohe des Sprungs” im Punkt z € W.

4 Beispiele diskreter Zufallsvariablen

Bernoulli Verteilung

Die einfachste (nicht konstante) Zufallsvariable ist die Bernoulli-Zufallsvariable. Sie wurde
bereits im vorherigen Kapitel definiert. Wir erinnern hier an ihre Definition.

Definition 3.10 (Bernoulli Verteilung). Es sei 0 < p < 1. Fine Zufallsvariable X
heisst Bernoulli Zufallsvariable mit Parameter p, wenn sie Werte in W = {0,1}
annimmt und folgendes gilt

P[X=0]=1-p wund P[X=1]=p.

In diesem Fall schreiben wir X ~ Ber(p).

Binomialverteilung

Ein weiteres grundlegendes Beispiel ist die Binomialverteilung. Sie modelliert die Anzahl
der Erfolge beim Wiederholen von Bernoulli-Experimenten.

Definition 3.11 (Binomialverteilung). Sei 0 < p <1, sei n € N. Eine Zufallsvariable
X heisst binomiale Zufallsvariable mit Parametern n und p, wenn sie Werte
in W =A0,...,n} annimmt und folgendes gilt

n

k

Vke{0,....n) P[sz]z( )pk(l—p)”_k.

Wir schreiben dann X ~ Bin(n,p).

Bemerkung 3.12. Wenn wir p(k) = (}) p* (1 -p)"* definieren, haben wir

;p(/ﬂ) = 2(2) prA-p)t=(p+l-p)=1,

daher ist die Gleichung (3.1)) erfillt. Dies garantiert die Existenz von binomialverteilten
Zufallsvariablen.
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Satz 3.13 (Summe von unabhéngigen Bernoulli und Binomial Z.V.). Sei 0 < p <1, sei
neN. Seien Xy,..., X, unabhdngige Bernoulli Z.V. mit Parameter p. Dann ist

S, =X+ +X,
eine binomialverteilte Z. V. mit Parametern n und p.

Beweis. Man kann leicht iiberpriifen, dass S, eine Zufallsvariable ist, welche Werte in
{0,...,n} annimmt. AuRerdem gilt fiir jedes k € {0,...,n}

{SnZk?}Z U {X1=£L'1,"',Xn=l’n}.

Da die Elemente der Vereinigung disjunkt sind, gilt

P[Sn:k?]z Z P[X1:$1,"',Xn=$n]

I
-
=
I
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=
e
|
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g
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Bemerkung 3.14. Insbesondere ist die Verteilung Bin(1,p) gerade Ber(p) verteilt. Es
sei noch folgendes anzumerken: Falls X ~ Bin(m,p), Y ~ Bin(n,p) und X,Y unabhingig
sind, dann ist X +Y ~ Bin(m + n,p) verteilt.

Geometrische Verteilung

Definition 3.15 (Geometrische Verteilung). Es sei 0 < p < 1. Eine Zufallsvariable X
heisst geometrische Zufallsvariable mit Parameter p, falls sie Werte in W =
N\{0} annimmt und folgendes gilt

VkeN\{0} P[X=Fk]=(1-p) ' p|

Wir schreiben dann X ~ Geom(p).

Bemerkung 3.16. Fir p=1 und k =1 erscheint in der obigen Gleichung ein Term 0°,
wir verwenden die Konvention 0° = 1 und damit gilt P[X =1] = p.
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Bemerkung 3.17. Falls wir p(k) = (1 —p)¥1 p definieren, haben wir
> p(k)=p) (1-p)=p-
k=1 k=1

somit ist die Gleichung (3.1)) erfillt. Dies garantiert die Existenz von geometrischen Zu-
fallsvariablen.

=1,

D=

Die geometrische Zufallsvariable modelliert den ersten Erfolg in einer unendlichen
Folge von Bernoulli-Experimenten mit Parameter p. Dies wird durch den folgenden Satz
formalisiert.

Satz 3.18. Sei X1, Xs,... eine Folge von unendlich vielen unabhdingigen Bernoulli-
Z. V. mit Parameter p. Dann ist

T:=min{n>1: X, =1}

eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter p.

Bemerkung 3.19. Fulls wir sagen, dass T eine geometrische Zufallsvariable ist, missen
wir folgendes prazisieren: Tatsdchlich kann die Zufallsvariable T den Wert +oo annehmen,
wenn alle Zufallsvariablen X; gleich 0 sind. Dies ist jedoch kein Problem fiir den Bewei
des Satzes. Man kann leicht diberprifen, dass P[T = oo] =0 gilt.

Beweis. Wir haben T' = k, wenn die ersten k—1 Versuche fehlschlagen und der k-te Versuch
ein Erfolg ist. Formal gesehen, haben wir

{T=/<:}={X1=O,...,X;€_1=0,Xk=1}.

Somit gilt per Unabhéngigkeit

P[T =k]=P[X;=0,...,X51=0,X,=1]

=P[X, = 0]~ P[Xy-1 = 0] P[X} = 1]
=(1-p)"'p.
O

Der vorhergehende Satz gibt uns eine einfache Moglichkeit, die Definition der geo-
metrischen Z.V. zu merken. Zudem gibt uns der Satz einige einfache Formeln, die mit
der geometrischen Verteilung zusammenhéngen. Sei zum Beispiel T eine geometrische
Verteilung mit Parameter p. Dann ist T' > n, wenn die ersten n Bernoulli-Experimente
fehlschlagen. Daher gilt

P[T>n]=(1-p)". (3.3)
Aufserdem gibt sie der Gleichung im folgenden Satz eine wichtige Interpretation:
Wenn wir auf einen ersten Erfolg in einer Folge von Experimenten warten und wissen,

dass die ersten n Schritte Fehlschldge waren, dann ist die verbleibende Wartezeit wiederum
eine geometrische Zufallsvariable mit dem Parameter p.
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Satz 3.20 (Gedéchnislosigkeit der Geometrischen Verteilung). Sei T'~ Geom(p) fir 0 <
p< 1. Dann gilt

Vn>0 Vk>1 P[T>n+k|T>n]=P[T>k]. (3.4)
Beweis. Dies folgt direkt aus der folgenden Gleichung ({3.3)). m

Poisson Verteilung

Definition 3.21. Sei A > 0 eine positive reelle Zahl. Fine Zufallsvariable X heisst
Poisson-Zufallsvariable mit Parameter \, wenn sie Werte in W =N annimmt
und folgendes gilt

PN
VEeN P[X=k]= e

Wir schreiben dann X ~ Poisson(\).

Bemerkung 3.22. Alternativ definieren wir p(k) = ’,\C—Te*’\, haben wir

S Ao A ALA
Y op(k) =€ Zyze‘ et =1,
k=0 k=0 %

und somit ist die Gleichung (3.1) erfullt. Dies garantiert die Existenz der Poisson-
Zufallsvariable.

Die Poisson-Verteilung erscheint natiirlich als eine Annéherung der Binomialvertei-
lung, wenn der Parameter n grofs und der Parameter p klein ist, wie im folgenden Satz
formell festgestellt wird.

Satz 3.23 (Poisson-Approximation der Binomialverteilung). Sei A > 0. Fir jedes
n>1 seien X, ~ Bin(n, %) Zufallsvariablen. Dann gilt

VkeN lim P[X, = k] =P[N = k], (3.5)

n— 00

wobet N eine Poisson Zufallsvariable mit Parameter X.

Bemerkung 3.24. Die Konvergenz (3.5)) wird Konvergenz in Verteilung genannt. Intuitiv
besagt sie, dass X, und N sehr dhnliche wahrscheinlichkeitstheoretische Figenschaften fiir
grofie n haben.

Beweis. Man fixiere k € N, fiir jedes n > 1 haben wir

s, (1) () (1-2)
A n-(n-1)-(n-k+1) .(1_i)_k~(1—i)n,

k! nk

— 1 — e A
n—>00 n—o00

Dies erfiillt das Gewtinschte. O
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Dieser Naherungswert kann in der Praxis niitzlich sein. Betrachten wir zum Beispiel eine
einzelne Seite der “Neuen Ziircher Zeitung” mit, sagen wir, n = 10* Zeichen, und nehmen
wir an, dass die Druckmachine etwa 1/1000 der Zeichen falsch setzt. Mit anderen Worten,
jedes Zeichen hat eine Wahrscheinlichkeit p = 10/n, falsch gesetzt zu werden. Die Anzahl M
der Fehler auf der Seite entspricht einer binomialen Zufallsvariablen mit den Parametern
n und p = 10/n. Durch die Poisson-Approximation ergibt sich also zum Beispiel

10° 1
P(M =5] = e~ 0,0378.

5 Stetige Verteilungen

Definition 3.25 (Stetig verteilte Zufallsvariablen). Fine Zufallsvariable X : @ - R
heisst stetig, wenn ihre Verteilungsfunktion Fx wie folgt geschrieben werden kann

Fx(a) = [: f(x)dz  fir alle a in R. (3.6)

wober [ : R — R, eine nicht-negative Funktion ist. Wir nennen dann f Dichte von

X.

Intuition: f(z)dz ist die Wahrscheinlichkeit, dass X Werte in [z, z + dz] annimmt.

Um die Terminologie “stetig” zu verstehen, beachte , dass die Formel (3.6)) impliziert,
dass F'x eine stetige Funktion ist. Insbesondere erfiillt nach Proposition die Z.V. X
folgende Bedingung

VreR P[X=z]=0.

Dichte f vs. Verteilungsfunktion Fx

Von f zu Fx Sei X eine stetige Z.V. mit Dichte f. Per Definition, konnen wir Fx
berechnen mittels folgendem Integral

Fe() = [ F)dy.

Von Fx zu f Da wir von f zu Fx mittels Integration gelangen, ist es naheliegend zu
erwarten, dass die umgekehrte Operation eine Ableitung ist. Dies ist im Allgemeinen der
Fall, sofern F'x genug Regularitit aufweist.

Das folgende Theorem wird bei der Berechnung von Dichten niitzlich sein.

Theorem 3.26. Ser X eine Zufallsvariable. Die Verteilungsfunktion Fx sei stetig und
stiickweise C', d.h. es gibt xg = —o0 < 1y < +++ < X1 < T, = +00, sodass F'x auf jedem
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Intervall (x;,x;11) Element von C' ist. Dann ist X eine stetige Zufallsvariable und die
Dichte f kann konstruiert werden, indem man folgendes festlegt

Vo e (zoain) f(x) = Fy(x)
miat beliebigen Werten in xq,..., 2, 1.

Beweis. Wir schreiben stets F'= Fx. Es sei 0 <7 <n. Falls z; <a <b < x;,1, impliziert der
Fundamentalsatz der Analysis, dass

F®) - F@)= [ Fiy= [ fw)y

Nun sei z € R und wihle i, sodass x € [x;,2;,1). Unter der Konvention F'(xy) = 0, konnen
wir F'(z) als Teleskopsumme schreiben

F(z)=F(x)-F(zo)=(F(x)-F(x;))+-+ (F(x1) - F(x0)). (3.7)
Anwenden der Stetigkeit von F liefert das Folgende
(F(@) - F@)) = im(F() - F(@) =1im [~ f()dy= [ f@ay.
Analog gilt

Fla)=Fla) = [ fw)dy

k3

Einsetzten der beiden Identitéten in (3.7)), liefert das Gewiinschte

F(ﬂf):f:f(y)dwf:if(y)dy+---+fx:1f(y)dy
=[:f(y)dy-
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6 Beispiele stetiger Zufallsvariablen

Gleichverteilung

Definition 3.27 (Gleichverteilung auf [a,b], a < b.). Eine stetige Zufallsvariable X
heisst gleichverteilt auf [a,b] falls ihre Dichte gegeben ist durch

1
_ b—a T e [CL, b],
Wir schreiben dann stets X ~U([a,b]).

b fusl®) 1

a b

Abbildung 3.1: Dichte und Verteilungsfunktion einer gleichverteilten Zufallsvariable auf
[a,b].

Intuition: X modelliert das Auswéhlen eines Punktes in [a,b] unter gleich verteilten
Chancen.

Eigenschaften einer gleichverteilten Zufallsvariable X auf [a,b]:

e Die Wahrscheinlichkeit in ein Intervall [¢, c+/] c [a, b] zu fallen ist lediglich abhéngig
von dessen Lénge ¢:

l
P[X €[c,c+/]] = .
b-a
e Die Verteilungsfunktion X ist gegeben durch
0 r<a,
Fy(r)={F2 a<z<b,
1 x>b.

Bewezs. O
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Exponentialverteilung

Die Exponentialverteilung ist das stetige Pendant zur diskreten geometrischen Verteilung.

Definition 3.28 (Exponentialverteilung mit Parameter A > 0). Eine stetige Zufalls-
variable T' heisst exponentialverteilt mit Parameter )\ > 0 falls ihre Dichte gegeben

st durch
Ae x>0,

() ={

0 x <0.
Wir schreiben dann stets T ~ exp(\).
1 L .
A
Fy(z)=1—e
e
x X

A

Abbildung 3.2: Dichte und Verteilungsfunktion einer exponentialverteilten Zufallsvariable
mit Parameter \.

Intuition/ Anwendung: 7" modelliert hiufig die Lebensdauer oder Wartezeit eines all-
gemeines Ereignisses. Beispiele dafiir sind die folgenden Ereignisse: Die Wartezeit bis zum
ersten Kunden eines neu erdffneten Ladens. Auftreten eines technischer Defekts eines
Smartphones nach Kauf.

Eigenschaften einer exponentialverteilten Zufallsvariable T' mit Pa-
rameter \.

e Die Wahrscheinlichkeit des Wartens ist exponentiell klein:

Vi>0 |P[T>t]=e|

e T besitzt die Eigenschaft der Gedéachnislosigkeit
Vi,s20 P[T>t+s|T>t]=[T>s].

Die erste Eigenschaft folgt direkt aus der Definition
P[T >t] = f e Mdgy = e,
t

Die zweite Eigenschaft folgt direkt aus dem Anwenden der bedingten Wahrscheinlich-
keit BT | )
>t+s| e s
P[T >t+s|T>t]= = = e,
(T> sl Tt ==y = o ¢
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Normalverteilung

Definition 3.29. FEine stetige Zufallsvariable X heisst normal verteilt mit Para-
metern m und o? >0 falls thre Dichte gegeben ist durch

1 _(@-m)?

fm,a(x) = e 207
\V2mo?

Wir schreiben dann stets X ~ N (m,o0?).

Abbildung 3.3: Dichte einer normalverteilten Zufallsvariable mit Parameter m und o?2.

Intuition/ Anwendung: Die Normalverteilung taucht in vielen Anwendungen auf. Man
stelle sich zum Beispiel vor, dass man eine physikalische Grofse misst: Der reale Wert ist m
und der gemessene Wert wird im Allgemeinen sehr gut durch eine normale Zufallsvariable
X mit den Parametern m und ¢ modelliert. Die Grofe o, die die Schwankungen von
X darstellt, kann in diesem Zusammenhang auch als Qualitdt der Messung interpretiert
werden. Ein kleines ¢ entspricht kleinen Schwankungen im Messen von X. Daraus kann
man schliessen, dass der Messwert von X nahe bei m liegt. Im Gegensatz dazu entspricht
ein grofes o grofen Schwankungen und somit kann die Messung als ungenau interpretiert
werden. Wir werden spéter eine mathematische Begriindung sehen, warum die normale
Zufallsvariable an vielen Stellen der Wahrscheinlichkeitstheorie préasent ist.

Eigenschaften der Normalverteilung

e Seien Xi,...,X, unabhéngige normalverteilte Zufallsvariablen mit Parametern

(my,0%),...,(my,,02), dann ist

Z:m0+/\1X1+...+)\an

eine normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern m = mg + Aymy +-+- + \,m,, und
2 - \242 2 2
0% = \oj+-+ Ao2.
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e Wir sprechen im Fall von X ~ A(0,1), gerade von einer standardnormalverteil-
ten Zufallsvariable). Man merke sich dann folgende Beziehung

Z=m+0-X,
wobei X eine normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern m und o2 ist.

e Falls X normalverteilt mit Parametern m und o2 ist, dann liegt die 'meiste’ Wahr-
scheinlichkeitsmasse der Z.V. im Intervall [m — 30, m + 30]. Prézise gilt gerade

P[|X - m| > 30] < 0.0027.

Auf den ersten Blick mag es iiberraschen, dass die rechte Seite (0,0027) nicht von
den Parametern ¢ und m abhéngt... Das erklart sich wie folgt: Betrachte die Zu-
fallsvariable Z = % Die erste Eigenschaft einer normalverteilten Z.V. impliziert,
dass Z = %X - 2 eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist. Die linke Seite

kann dann umgeschrieben werden als

P[IX - m]| 2 30] = P[|¥| >3] = P[|Z] > 3]

Die Wahrscheinlichkeit P[|Z] > 3] < 0.0027 kann direkt aus Tabellen zur standard-
normalverteilung nachgeschaut werden.



Kapitel 4

Der Erwartungswert

Ziele
e Definition des Erwartungswerts und Intuition.
e Rechnen mit Zufallsvariablen (Summe/Produkte von Zufallsvariablen).
e Definition der Varianz und Intuition.

e Ungleichungen, Beziehungen zwischen Erwartungswert und Wahrscheinlichkeit von
Ereignissen.

Rahmenbedingung In diesem Kapitel fixieren wir stets einen W-Raum (£, F,P).

48
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In diesem Kurs konzentrieren wir uns auf diskrete und kontinuierliche Zufallsvariablen
und definieren den Erwartungswert fiir diese beiden verschiedenen Arten von Zufallsva-
riablen mit zwei verschiedenen Formeln. Es gibt eine einheitliche Theorie (basierend auf
der Masstheorie) des Erwartungswerts, die den Erwartungswert fiir allgemeine Zufallsva-
riablen definiert. In dieser Vorlesung werden wir uns auf die wichtigen Ergebnisse dieser
Theorie und ihre Anwendungen konzentrieren, ohne die allgemeine Theorie zu beweisen.

1 Der allgemeine Erwartungswert

Definition 4.1. Se: X : Q) - R, eine Zufallsvariable mit nicht-negativen Werten. Dann
heisst

E[X] - f (1- Fx(z))de
0
der Erwartungswert von X.

Bemerkung 4.2. Der Erwartungswert kann sowohl endliche also auch nicht endliche
Werte annehmen.

Satz 4.3. Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable. Dann gilt
E[X]>0.
Gleichheit gilt genau dann wenn X =0 fast sicher hdlt.

Beweis. Der Erwartungswert E[ X | ist definiert als das Integral einer nichtnegativen Funk-
tion G(z) =1 - Fx(x) > 0. Folglich ist E[X] > 0. Nehmen wir nun an, dass E[X] = 0.
Dies impliziert, dass G(z) = 0 fiir jedes x > 0 (Per Widerspruch, falls G(x) = a > 0 fiir ein
x>0, dann G(y) > G(z) = « fir alle y € [0,x] aufgrund von Monotonie. Dann gilt aber
Jy G(y)dy > zoo > 0 und somit ist E[X] # 0). Anwendung der Stetigkeit von W-Massen
liefert
P[X > 0] = lmP[X > ] = lim G(x) = 0,
Somit gilt schliesslich,
P[X <0]=1-P[X >0]=1.

Schlussendlich gilt somit X >0 und X <0 fast sicher. Dies liefert aber gerade X =0 fast

sicher und somit ist das Gewiinschte bewiesen. O

Fiir allgemeine Zufallsvariablen (nicht unbedingt mit konstantem Vorzeichen) definie-
ren wir den Erwartungswert durch Zerlegung in einen positiven und einen negativen Teil.
Der positive und der negative Teil von X sind die Zufallsvariablen X_, X, definiert durch

X(w) falls X(w) >0,
0 falls X (w) <0,

-X(w) falls X(w) <0,

d X (w)-=
o () {0 falls X (w) > 0.

Xi(w) = {

Bemerke, dass sowohl X, und X_ nicht-negative Zufallsvariablen sind. Zudem gilt sowohl
X =X,-X_alsauch [X]|=X, + X_.



2. ERWARTUNGSWERT EINER DISKRETEN ZUFALLSVARIABLE 20

Definition 4.4. Sei X eine Zufallsvariable. Falls E[|X|] < oo, dann heisst
E[X]=E[X,]-E[X_]. (4.1)
Erwartungswert von X .

Bemerkung 4.5. E[|X]|] < oo impliziert E[X_],E[X,] < 0o (da |X|= X, +X_). Somit ist
Gleichung. (.1)) erst wohldefiniert.

Fir X > 0 ist der Erwartungswert von X immer definiert. Er kann endlich oder un-
endlich sein.

Wenn X kein konstantes Vorzeichen hat, ist der Erwartungswert von X wohldefiniert,
falls E[| X|] < oo. Falls diese Bedingung nicht erfiillt ist, sagen wir, dass der Erwartungswert
von X undefiniert ist.

2 Erwartungswert einer diskreten Zufallsvariable

Der Erwartungswert einer Zufallsvariablen ist ein grundlegendes Konzept, das intuitiv
dem Begriff des “Durchschnitts” entspricht. Bevor wir ihn fiir allgemeine Zufallsvariablen
definieren, wollen wir mit unserem Lieblingsbeispiel beginnen: dem Wurf eines Wiirfels!
Sei X:Q - E={1,-,6} eine Z.V. mit gleichverteilten Werten in {1,2,3,4,5,6}, d.h.
P[X =] =1/6 fiir jedes z =1,...,6. Natiirlich ist der Durchschnittswert gegeben durch

1+2+3+4+5+6
5 .

in der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie ist dies gerade

1 1 1 1 1
1-=+2-—+3-—=+4-—-+5- —+6 — P[X
6 76 76 6 ;EI

dies ist zugleich die allgemeine Formel des Erwartungswerts einer diskreten Zufallsvariable.

Satz 4.6. Sei X : Q - R eine diskrete Zufallsvariable dessen Werte in W (endlich
oder abzihlbar) fast sicher liegen. Sei ¢ : R - R eine Abbildung. Dann gilt

E[¢(X)] =} ¢(z) -P[X =a]

zeW

solange der Erwartungswert wohldefiniert ist.

Beweis. Wir fiihren zuerst den Beweis fiir den Fall X > Oa.s.. Dann gilt fiir jedes x € R

1-Fx(x)= > p) = 1pa-p(y).

y>x,yeW yeW
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Ausnutzen der Identitdt des Erwartungswerts liefert

(X1= [ Quer)ie= & ([ 10) = T v-pto).

Die Behauptung folgt somit fpr X > Oa.s.. Der allgemeine Fall folgt aus der Zerlegung von
X =X, - X_ und wir kénnen gerade den obigen Fall anwenden, dies liefert

E[X]=E[X.]-E[X_]= ¥ yP[X. =y]- ¥ yP[X_=

yeW yeW
Die Definitionen von X, und X_ implizieren {X =y} = {X, =y} u{X_ = -y}. Und somit

ist der Beweis abgeschlossen. O]

Example 1: Bernoulli Z.V.

Sei X eine Bernoulli Zufallsvariable mit Parameter p. Dann gilt

E[X]=p]|

Dies folgt direkt aus der Definition
E[X]=0-P[X=0]+1-P[X=1]=0-(1-p)+1-p=p.

Example 2: Wetten auf einen Wiirfel

Sei die Zufallsvariable X : Q — {-1,0,+2} gegeben durch Gleichung. (2.1]) auf Seite [22]
Dann gilt

Example 3: Poisson Z.V.

Sei X Poisson-verteilt mit Parameter A > 0, dann gilt

Dies folgt direkt,

oo A [ee]
E[X]=) k- =\ -e”
Example 4: Indikator auf einem Ereignis
Sei A € F ein Ereignis. Sei 14 die Indikator Funktion auf A, welche definiert ist durch

0 fallswég A,

vwe s L‘(w):{1 falls w e A
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Dann ist 14 eine Zufallsvariable. Die Messbarkeit folgt gerade aus

g ifa<0,
{Ta<a}=<2Ac if0<a<l,
Q ifax>1,

wobei &, A¢ und () drei Element aus F sind. Dann definieren wir gerade die diskrete Z.V.
X =14. Per Definition gilt

P[X=0]=1-P[A] und P[X =1]=P[A].

Somit ist 14 eine Bernoulli Zufallsvariable mit Parameter P[ A]. Schlussendlich gilt

E[1,] = P[A]]

Satz 4.7. Sei X : Q — R eine diskrete Zufallsvariable mit Werten in W (endlich oder
abzdhlbar). Fir jedes ¢ : R - R gilt

E[¢p(X)]= ), ¢(2)P[o(X ==)],

zeW

solange die Summe wohldefiniert ist.

Beweis. Ausgelassen. [

3 Erwartungswert stetiger Zufallsvariablen

Satz 4.8. Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f. Dann gilt

E[X] - f:x-f(m)dx, (4.2)

solange das Integral wohldefiniert ist.

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir X > 0 f.s. zu zeigen. Der allgemeine Fall folgt
nach der Zerlegung X = X, — X_. Mittels Definition der Dichte und Anwendung von 777

liefert fiir jedes x € R

= Fx@) = [ @y = [ Lo F)dy.

Anwendung dieser Identitét in die Definition des Erwartungswerts liefert

BX = [T ( [ teade) - F)ay= [y sy
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Example 1: Gleichverteilung auf [a,b], a <b

1 b 1 1 1
E[X] = =— . (=b>-=d?).
[X] b—a./axdx b-a (Zb 2@)

Somit gilt,

_a+b

B[X]= 2

Example 2: Die Exponentialverteilung mit A >0

Durch partielle Integration erhalten wir gerade

E[X] = fo e dy = [—xe‘”];o +‘/(: e Mdr.

Somit gilt,

Theorem 4.9. Sei X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f. Sei ¢ : R - R eine
Abbildung, sodass ¢(X) eine Zufallsvariable ist. Dann gilt

Elo(X)] = [ o) f(a)da (43)

solange das Integral wohldefiniert ist).

4 Rechnen mit Zufallsvariablen

Einer der Griinde, warum der Erwartungswert ein so méchtiges Werkzeug in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie ist, liegt darin, dass wir damit verniinftig rechnen kénnen. Zum
Beispiel kann man den Erwartungswert von X + Y auswerten, wenn man den Erwar-
tungswert von X und Y kennt. In diesem Abschnitt geben wir die Rechenregeln fiir die
Grundoperationen von Zufallsvariablen an.

Linearitat

Theorem 4.10 (Linearitdt des Erwartungswert). Seien XY : Q - R Zufallsvariablen,
sei A€ R. Fulls die Erwartungswerte wohldefiniert sind gilt

1. [EN-X]=x-E[X]]

2. [E[X +Y]=E[X]+E[Y]]
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Bemerkung 4.11. Die Zufallsvariablen X und Y miissen dabei nicht unabhdngig sein.

Bemerkung 4.12. Unter Anwendung der Induktion fir n > 1 ergibt sich direkt
]E[)\le + )\2X2 + e+ )\an] = )\ﬂE[Xl] + )\QE[XQ] + e 4+ )\nE[Xn],

fir jgede Z.V. X1, Xo,..., X, : Q= E, und fiir jedes \1, Ag, -+, N\, € R, unter der Annahme,
dass die Erwartungswerte wohldefiniert sind.

Beweis. Der Beweis der Eigenschaft folgt direkt aus der Definition. Der Beweis der
Eigenschaft fiir allgemeine Zufallsvariablen gehort in die Masstheorie und wir lassen
ihn daher aus. Stattdessen geben wir hier einen Beweis fiir einen diskreten Grundraum
). Die Hauptidee des allgemeinen Falls wird dadurch illustriert. Wir nehmen an, dass
Q) endlich oder abzahlbar ist. In diesem Fall sind die beiden Zufallsvariablen X und Y
notwendigerweise diskret (siehe Bemerkung . Nehmen wir an, dass €2 endlich ist. In
diesem Fall haben wir fiir jedes xz € X

PIX=2]=P[ U {w}]=) Ix@w- Pw],

weQ: X (w)=x we)

wobei wir gerade P[w] anstelle von P[{w}] schreiben. Dann gilt

E[X]= Y o (X Ly P])

zeX () we)

- Y S lxwe Bl
zeX () weld

=Y Pw]l- Y - lx(w)e
we) e X ()

“X(@)
= Z;)X(w) Plw].

Unter Ausnutzung dieser Formel fiir X +Y und Y, erhalten wir gerade das Gewiinschte

E[X+Y]= Y (X(w)+Y () -Plw] = 3 X(w) Plw]+ ¥ Y(w)-Plw] = E[X]+E[Y].

we wes) wef)

]

Anwendung 1: Der Erwartungswert einer binomialverteilten Zufallsvariable.

Sein>1und 0<p<1. Sei S eine Binomialverteilte Zufallsvariable mit Parametern n und
p. Was ist der Erwartungswert von S?
Per Definition erhalten wir

BS)= 3 k(7 )pha -yt

k=0
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wobei diese Summe sieht nicht handlich aussieht... Wir konnen jedoch davon ausgehen,
dass S die gleiche Verteilung hat wie S,, = X7 +---+ X,,, wobei X1, ..., X,, u.i.v. Bernoulli-
Z.V. mit dem Parameter p sind. Anwendung der Linearitat liefert

E[S,] = E[X.] + -+ E[X,].

Wir wissen bereits, dass E[X;] = p fiir jedes i, gilt. Dies liefert das Gewiinschte

Anwendung 2: Rechnen mit Normalverteilungen mit Parametern m und o2

Wenn X eine Normalverteilung mit Parametern m und o2 ist, dann hat sie die gleiche
Verteilung wie m+o-Y, wobei Y eine standardnormalverteilte Z.V. ist. Unter Verwendung
der Definition [6.3], erhalten wir, dass

E[X]=E[m+c-Y]=m+0oE[Y],

und somit geniigt es gerade den Erwartungswert von Y auszurechnen. Wir schreiben fj
fiir die Dichtefunktion von Y und erhalten

E[Y] - [: z- for(a)dz =0

Wobei wir gerade ausnutzen, dass z - fp1(z) eine ungerade Funktion ist. Wir erhalten
schlieflich

E[X]=m.

Theorem 4.13. Seien X,Y zwei Zufallsvariablen. Falls X und 'Y unabhdingig sind,
dann ist

E[XY]=E[X]E[Y].

Beweis. Ausgelassen. O

5 Extremwert Formel

Satz 4.14 (Stetige Extremwertformel). Sei X eine Zufallsvariable, sodass X > 0 fast
sicher gilt. Dann gilt

E[X] - f P[X > z]dz.
0
Beweis. Dies folgt direkt aus Eq[4.1] und der Identitét

1-Fx(z)=1-PX <z]=P[X >z].



5. EXTREMWERT FORMEL o6

Anwendung: Ausrechnen des E-Werts einer exponential-verteilten Zufallsvariable.
Sei T eine exponential-verteilte Zufallsvariable mit Parameter A > 0. Anwendung der
obigen Proposition liefert

E[T] = fooIP’[sz]dxz fooe_)‘xdxz 1
0 0 A

Satz 4.15 (Diskrete Extremwertformel). Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Werten
in N={0,1,2,...}. Dann gilt folgende Identitdit

i P[X > n] (4.4)

Beweis. Wir schreiben gerade p,, = P[X = n] fiir die Verteilung von X. Da X nur Werte
in N, annimmt erhalten wir gerade fiir n > 1

PX >n] = Y P[X = &] :gnk2n~pk.

k>n

Austauschen mit der rechten Seite aus (4.4) und Anwendung des Satzes von Fubini (fiir
positive Summen) tauscht gerade die Summen. Somit erhalten wir schlieflich das Ge-
wiinschte

oo

P[X >n] = Z(lem Pr)
n=1 n=1 k=1
=3 (X Lion) - i
k=1 n=1

I
gL
s
3
En

I
& T
>

Anwendung: Ausrechnen des E-Werts einer geometrischverteilten Zufallsvariable.

Sei T eine geometrisch verteilte Zufallsvariable mit Parameter 0 < p < 1. Dann gilt

E[T] = %.

Bemerke, dass 7' nur Werte in N annimmt, dann liefert der obige Satz gerade das Ge-
wiinschte

et 1 1
=;P[Tzn n;(l P) T 1 =) =
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6 Charakterisierung der Eigenschaften von Z.V.

Dichte von stetigen Z.V.

Fiir eine Zufallsvariable X mit Dichte f, konnen wir den Erwartungswert von X mit-
tels Formel bestimmen. Es sei anzumerken, dass unterschiedliche Zufallsvariablen
den gleichen Erwartungswert haben kann. Nehme X als gleichverteilte Zufallsvariable auf
[-1,1] und Y normalverteilt mit Parametern m = 0 und ¢? > 0. Dann haben X und
Y den gleichen Erwartungswert aber unterschiedliche Dichten. Somit charakterisiert der
Erwartungswert nicht die Dichte einer Zufallsvariable.

Allerdings ist es moglich eine Charakterisierung der Dichte einer Zufallsvariable mittels
stiarkerem Kriterium moglich. Hierfiir muss den man den Erwartungswert von X unter
einer grossen Klasse von Funktionen ¢ testen. Der nachfolgende Satz beschreibt dies.

In diesem Kurs beschranken wir uns auf stiickweise stetige und beschrankte Abbildun-
gen ¢. Dabei heisst ¢ : R - R stiickweise stetig, falls a; < as < --- < a,, existieren, sodass
¢ stetig auf jedem Intervall (a;, a;1) ist. Eine Funktion ¢ : R - R heisst beschrankt falls
ein C > 0 existiert, sodass

VeeR |¢(z)|<C

gilt.

Satz 4.16. Sei X eine Zufallsvariable. Sei f : R — R, eine Abbildung, sodass
f_:o f(x)dxz =1. Dann sind folgende Aussagen dquivalent

(i) X ist stetig mit Dichte f,

(i) Fiir jede Abbildung stiickweise stetige, beschrinkte Abbildung ¢ :R — R gilt

E[6(X)] = [ _o(@)f(a)da.

Beweis.

(i) = (i) | Dies folgt direkt mittels Theorem. .

(i1) = (4) | Nehme a € R and setzte ¢(z) = 1,«,. Dies liefert das Gewiinschte. O
Unabhangigkeit

Die Unabhéngigkeit von zwei Zufallsvariablen X und Y impliziert nach Theorem [£.13]
folgende Faktorisierung"des Erwartungswerts

E[XY]=E[X]E[Y].

Umgekehrt impliziert obige Gleichheit nicht die Unabhéngigkeit von X und Y (Vergleiche
mit Serie 6.6). Wir brauchen also eine stéirkere Bedingung. Hier stellt sich heraus, dass
falls obige Gleichung auch unter jedem Bild von stetigen, messbaren und beschrénken
Funktionen gilt, dann ist dies hinreichend fiir die Unabhéngigkeit von X und Y. Wir
formulieren dies im néichsten Satz.
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valent

(i) X,Y sind unabhdngig,

E[¢(X)v(Y)] = E[¢(X)E[¢(Y)]}

Theorem 4.17. Seien X,Y zwei Zufallsvariablen. Die folgenden Aussagen sind dqui-

(ii) Fir jede Abbildungen ¢ :R - R ¢ : R - R stickweise stetig, beschrinkt gilt

(4.5)

Beweis.

Ausgelassen.

Sei a,b € R. Ausnutzen der Gleichung. (4.5) auf die Funktionen ¢,(z) = 1,<, und

Py(y) = 1< liefert
E[]-Xsa,ng] = E[]'XSG]E[]-XSZ;]-

Anwendung von E[14] =P[A] zeigt, dass X und Y unabhéngig sind.

]

Oben haben wir nur ein Paar (X,Y’) von Zufallsvariablen betrachtet, aber die gleiche

Aussage gilt ebenfalls fiir n Zufallsvariablen X, ..., X,,. Der nachfolge Satz demonstriert
dies.

aquivalent
(i) Xi,...,X, sind unabhdingig,

(ii) Fiir jede ¢1:R >R, ... ¢, : R —> R stickweise stetig, beschrankt gilt

E[01(X1)0n(Xn)] = E[¢1(X1)]E[¢n (Xn)]-

Theorem 4.18. Seien Xi,...,X, Zufallsvariablen. Die folgenden Aussagen sind




7. UNGLEICHUNGEN 99

7 Ungleichungen

Monotonie

Satz 4.19. Seien X,Y zwei Zufallsvariablen, sodass
X <Yfs.
gilt. Falls beide Erwartungswerte wohldefiniert sind folgt dann

E[X]<E[Y]. fs.

Beweis. Sei Z =Y - X. Per Annahme, gilt Z > 0. Dies liefert direkt E[Z] > 0 (mittels
Satz. [4.3)). Anwendung der Linearitét liefert das Gewiinschte

Markow Ungleichung

Theorem 4.20 (Markow-Ungleichung). Sei X eine nicht-negative Zufallsvariable.
Fiir jedes a > 0 gilt dann

E[X]

PlX >al<
[X>a] <=2

(4.6)

Beweis. Sei a > 0. Anwendung der Monotonie des Erwartungswert liefert das Gewiinschte

E[X] 2 E[X -1x5,] 2 E[a- 1xq] = aP[X > a].

Jensen Ungleichung

Theorem 4.21 (Jensen Ungleichung). Sei X eine Zufallsvariable. Sei ¢ : R - R eine
konvexe Funktion. Falls E[¢(X)] und E[ X ]| wohldefiniert sind, gilt

P(E[X]) <E[¢(X)].

Die Jensen-Ungleichung hat mehrere wichtige Konsequenzen. Erstens erhalten wir durch
ihre Anwendung auf ¢(z) = |z| die Dreiecksungleichung. Fiir jede diskrete Zufallsvariable
X gilt

[E[X]] < E[IX]].
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Eine weitere wichtige Folge ist der Zusammenhang zwischen dem Erwartungswert von | X|
und dem Erwartungswert von X?. Anwendung der Jensen Ungleichung auf die konvexe
Funktion ¢(x) = 22 liefert fiir jede diskrete Zufallsvariable

E[|X|] < VE[X2]. (4.7)

8 Varianz

Definition 4.22. Sei X eine Zufallsvariable, sodass E[X?] < oo. Wir definieren die
Varianz von X durch

0% =E[(X -m)?], wobei m=E[X].

Die Wurzel aus o3, nennen wir gerade die Standardabweichung von X.

Bemerkung 4.23. Fulls E[ X?] < oo, dann gilt gerade E[|X|] < oo durch Gleichung. (4.7))
und somit ist m = E[ X] wohldefiniert.

Die Standardabweichung ist ein Indikator fiir die Fluktuation von X um den Mittelwert
m = E[ X ] herum. Wir veranschaulichen dies gerade anhand von zwei einfachen Beispielen.

Example 1: Deterministische Zufallsvariablen

Sei a € R. Sei X eine deterministische Zufallsvariable mit Wert a, also X (w) = a fiir
jedes w. Dann gilt gerade m = E[X] =a und 0% =E[(X -m)?] =0.
Example 2: Gleichverteilung in zwer Punkten

Seien a < b zwei reelle Zahlen. Sei X eine gleichverteilte Zufallsvariable in zwei Punkten.
Die Verteilung von X ist dann gerade gegeben durch P[X = a] = P[X = b] = 1/2. Somit
gilt m=E[X] = (a+b)/2 und

ox =VE[(X -m)?] = a;b.

Allgemein ist eine Zufallsvariable mit geringer Varianz konzentriert um ihren Erwartungs-
wert m = E[ X ]. Die Tschebyscheffsche Ungleichung formalisiert diese Beobachtung.

Satz 4.24. Sei X eine Zufallsvarable mit E[X?2] < co. Dann gilt fir jedes a >0

2
Pl|X -m|>a] < J—;(, wobei m =E[X] |
a

Beweis. Wir setzten Y = (X —m)2. Beachte gerade, dass Y >0 und E[Y] = E[(X -m)?] =
0% gilt. Zudem gilt fiir jedes a >0

P[|X —=m|>a] = P[Y >d?].
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Anwendung der Markov-Ungleichung auf Y liefert das Gewiinschte

E[Y] _ox
P[|X -m|>a] < o
O
Satz 4.25 (Grundlegende Eigenschaften der Varianz).
1. Sei X eine Zufallsvariable mit B[ X?] < co. Dann gilt
0% =E[X?]-E[X]*%
2. Sei X eine Zufallsvariable mit E[X?2] < oo und sei A e R. Dann gilt
o3y = A2 0%
3. Seien X1,..., X, n-viele paarweise unabhdngigen Zufallsvariablen und S = X, +

-+ X,. Dann gilt

2 _ 2 L2
05 =0%, t+0%,

Beweis.

1. Sei m = E[X]. Ausnutzung der Linearitdt des Erwartungswerts liefert die erste
Behauptung

E[(X -m)?] = [X? -2mX +m?] = E[X?] - 2mE[X] + m? = E[X?] - m?®.

2. Ausnutzen der Behauptung (1| und Anwendung der Linearitdt des Erwartungswert
liefert das Gewiinschte

o3y = E[(AX)?] - (E[AX])" = \* - E[X?] - A2 E[X ] = \* - 0%.
3. Wir schreiben gerade m; = E[X;], dann erhalten wir

S—Mﬂ=i@fmm

und somit gilt

1<i,5<n
Fiir ¢ # j impliziert die Unabhéngigkeit jedoch E[(X; - m;)(X; —m;)] = E[(X; -
m;) JE[(X; —m;)] = 0. Folglich bleiben nur die diagonalen Terme (fiir die ¢ = j) in
der Summe erhalten und wir erhalten

n

0% = iE[(Xz‘ -m;)?] =) 0%,

i=1
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]

Anwendung: Sei S eine binomialverteilte Zufallsvariable mit Parametern n und p. Was
ist die Varianz von S7
Wir benutzen gerade wiedermal, dass S dieselbe Verteilung wie S,, = X1 +---+ X,,, mit

Xq,..., X, wiv. Bernoulli Zufallsvariablen mit Parameter p, hat. Dann erhalten wir
2 _ 9 Unabhéngigkeit o 2
Us—o'sn = O'X1+“'+O'Xn
ident. vert. 2
= n- le .

Zudem gilt 0% =E[X?]-p? = p—p® = p(1-p). Einsetzen von oben liefert das Gewiinschte

dh=n-p(1-p)|

Beachte, dass wir hier einen wichtigen Aspekt der Summen von u.i.v. Zufallsvariablen
entdeckt haben. Wir erhalten stets

E[S]=n-p and og=+/n-\/p(1-p)

Somit wachst der Erwartungswert von S wie n, wiahrend die Fluktuation von S,, dank der
Annullierungen in der Summe S, = X; + -+ + X, wie \/n wichst.

9 Kovarianz

In diesem Abschnitt fiihren wir die Kovarianz ein. Die Kovarianz wird héufig eingesetzt
um eine Messung eines Unterschieds zwischen zwei Zufallsvariablen X und Y zu messen.

Definition 4.26. Seien X,Y zwei Zufallsvariablen mit endlichen zweiten Momenten
E[X?] < 00 und E[Y?] < co. Wir definieren die Kovarianz zwischen X und Y durch

Cov(X,Y) = E[XY]-E[X]E[Y].

Bemerkung: Die endlichen zweiten Momente von X und Y ermoglichen die Wohldefi-
niertheit der Kovarianz von X und Y. Hierfiir wende man die elementare Ungleichung
|XY| < 3X?+1Y? in Kombination mit Monotonie und Linearitit des Erwartungswerts
an, um folgende Ungleichung zu erhalten

E[|XY]] < %E[XQ] . %E[YQ] <o

Analog zum Abschnitt [4] verschwindet die Kovarianz von unabhéngigen Zufallsvaria-
blen X und Y, somit gilt
X,Y unabhingiec = Cov(X,Y)=0.

Die Umgekehrte Implikation ist falsch (Siehe Serie 6.6). Nichtsdestotrotz sehen wir
in Abschnitt [6] dass wir eine Charakterisierung mittels beschriankten und stetigen Test-
funktionen erhalten. Mittels Theorem [£.17] erhalten wir folgende Charakterisierung

X,Y Unabhingig <= V¢, stiickweise stetig, beschrankt  Cov(¢(X),»(Y)) =0.



Kapitel 5

(emeinsame Verteilung

Ziele
e Definition der gemeinsamen Verteilung fiir diskrete /kontinuierliche Zufallsvariablen.
e Rechnen mit Randverteilungen und gemeinsamen Dichten

e Interpretation der Abhéngigkeit/Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen.

Vorbemerkung Alle Zufallsvariablen in diesem Kapitel beziehen sich auf einen fixierten
W-Raum (Q, F,P).
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1 Gemeinsame diskrete Verteilung

1.1 Definition

Definition 5.1. Seien X4,..., X, n diskrete Zufallsvariablen, ser W; c R endlich oder
abzdhlbar, wobei X; € W; fast sicher gilt. Die gemeinsame Verteilung von (Xq,...,X,)
ist eine Familie p = (p(x1,...,%n))zeWy.... anew,, Wobei jedes Mitglied definiert ist
durch

.....

p(ay,...,x,) =P[ X1 =21,..., X, = 2,] |

Example:

Seien X,Y zwei unabhidngige Bernoulli Zufallsvariablen mit Parameter 1/2. Die ge-
meinsame Verteilung von (X,Y") ist gegeben durch

1
Vz,ye{0,1}  p(x,y) = 7

Die gemeinsame Verteilung von (X, X)) ist gegeben durch

1

5 IT=Y,
Va,y e {0,1} p(ﬂf,y)={8 vty

Sei Z = X+Y, dann ist die gemeinsame Verteilung p von (X, Z) gegeben durch folgende
Tabelle:

z |y | p(@,y)
0/0| 1/4
0O[1] 1/4
012 0
110 0
1)11] 1/4
112] 1/4
Satz 5.2. Eine gemeinsame Verteilung von Zufallsvariablen X, ..., X, erfillt

>, p(x1,...,2,) = 1. (5.1)

x1eWr,..., TneWn

Beweis. Sei A ={X; € Wi,..., X, € W,}. Da A eine endlicher Schnitt von fast sicheren
Ereignissen ist, gilt P[A] =1 (Nach Aufgabe 2.1, Serie 2). Zudem haben wir noch folgende
Darstellung fiir A

A= U {Xlzl’l,...,Xn:l’n}.
z1€W1 ..... .TnEWn
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Dies liefert nun das Gewtinschte

]_Z]:P[A]: Z P[X1:$17...7Xn=$n:|.

X1 €W1 ..... Inewn

Umgekehrt gibt es bei endlichen oder abzéhlbaren Familien von Mengen W1, ..., W,
und einer gegebenen Funktion p : Wy x - x W,, — [0,1], die (b.1]) erfiillt, einen Wahr-
scheinlichkeitsraum und diskrete Zufallsvariablen mit Verteilung p (siehe Serie).

1.2 Verteilung des Bildes

Ein Vorteil des Arbeitens mit Zufallsvariablen ist, dass wir sie als Zahlen “manipulie-
ren” konnen. Seien X, Xo, ..., X,, n Zufallsvariablen. Dann kénnen wir sie intuitiv als n
“zuféllige” Zahlen betrachten und sie mittels mathematischen Operationen manipulieren.

Der folgende Satz gibt die Verteilung von Zufallsvariablen als Bilder von diskreten
Zufallsvariablen an.

Satz 5.3. Set n > 1 und seien ¢ : R* - R Abbildungen. Seien Xy,..., X, n diskrete
Zufallsvariablen in (Q,F,P), welche fast sicher Werten in endlichen oder abzihlbaren
Mengen W1, ..., W, annehmen. Dann ist Z = (X1, ..., X,,) eine diskrete Zufallsvariable,
welche fast sicher Werte in W = ¢(Wy x ---x W,,) annimmt. Zudem ist die Verteilung von
Z gegeben durch

VeeW P[Z=z]= > P[X) =21,... X, = 2,].
$1€W1 ..... :EnGWn
O(x1,esTn)=2

Beweis. W ist als Bild von endlichen oder abzédhlbaren Mengen endlich oder abzahlbar.
Um zu zeigen, dass Z eine diskrete Zufallsvariable ist reicht es folgendes zu zeigen

e nimmt Werte W fast sicher an, und
e fiir jedes z in W, haben wir {Z =z} € F.

Beachte, dass die zweite Eigenschaft gerade fiir beliebiges a € R impliziert, dass

(Zsa)- U{z-2)
ze<I/V
ebenfalls ein Ereignis ist. (Als abzdhlbare Vereinigung von Ereignissen).
Die erste Eigenschaft folgt aus der Inklusion {X; € Wi,..., X, e W,,} c{Z e W}. Fir
die zweite Eigenschaft sei z € W und beachte

{Z =2} = U {Xi=2,... X, =2, }. (5.2)
x16W1 ..... anWn
A(x1yeyTn )=2
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Somit ist {Z = z} € F (abzdhlbare Vereinigung von Ereignissen). Somit ist Z eine diskrete
Zufallsvariable. Um die Verteilung zu bestimmen, beachte, dass die Vereinigung in (/5.2)
disjunkt und hochstens abzihlbar ist. Dies liefert das Gewiinschte

P[Z==z]= > P[X1=21,... X, =x,].
1‘1€W1 ..... :L‘nEWn
O(x1,esTn)=2

Example:

Sei Z = X +Y analog zum Abschnitt eine Summe von zwei Zufallsvariablen mit
Parameter 1/2. Anwendung des Satzes mittels ¢(x,y) = x + y liefert

P(Z=0]= Y P[X=uzY=y]=P[X=0,Y=0]=1/4

z,y{0,1}
z+y=0

P[Z=1]= Y P[X=2Y=y]=P[X=0,Y=1]+P[X=1,Y =0]=1/2

z,y€{0,1}
z+y=1

P(Z=2]= ) P[X=zY=y]=PX=1Y=1]=1/4

z,ye{0,1}
T+y=2

1.3 Randverteilung

Unter Kenntnis der Verteilung von X1, ..., X,,, kann man die Verteilung der einzelnen X;
separat ermitteln. In diesem Zusammenhang wird die Verteilung von X; als ¢-te Randver-
teilung bezeichnet.

Satz 5.4. Seien X4,..., X, n diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung
p= (1, T0))ayewy.... anew, - Flr jedes i gilt

VZGVV,L' P[Xi:Z]: Z p(:cl,...,:Ci,l,z,:cﬂl,...,xn) .

Beweis. Anwenden des Satzes mittels ¢(xq,...,x,) = x; liefert das Gewtinschte. [

Nach dem obigen Satz kann man die Randverteilung der Zufallsvariablen X und Y un-
ter Kenntnis der gemeinsamen Verteilung p von X, Y bestimmen. Der Umkehrschluss ist
nicht moglich. Die Kenntnis der Randverteilungen ist nicht ausreichend, um die gemeinsa-
me Verteilung zu berechnen. Man nehme zwei unabhéngige Zufallsvariablen X,Y. Dann
haben (X,Y") und (X, X) die gleichen Randverteilung (beide Bernoulli (1/2)), allerdings
sind die gemeinsamen Verteilungen unterschiedlich.

Der Begriff der Randverteilungen kann daher nur helfen, gemeinsame Verteilungen
zu verstehen: Sie geben Fingerzeig auf die gemeinsame Verteilung von X;,..., X,, mit-
tels Verteilung der einzelnen X;. Zudem geben sie Aufschluss auf die Abhangigkeit der
Zufallsvariablen untereinander.
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1.4 Erwartungswert des Bildes

Satz 5.5. Seien Xi,...,X,, n diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung
p= (21, .., Tn))sreWn....anew, - S€t ¢ R* >R, dann gilt

E[o(X1,...,X,)] = Z Oy, x)p(Xr, o T0) |,

solange die Summe wohldefiniert ist.

Beweis. Sei W = ¢(W1,...,W,) unter Verwendung von Satz. [3.9] erhalten wir

Z z P[Z = Z] = Z Z z 1(;3(:(;1 7777 xn):zP[Xl =T1,--- ,Xn = xn]

zeF zeF x1,...,.xnel

= Z ZZ 1¢($1 77777 Zn)= Z)P[Xl —ZL’I,...,Xn =ZL’n].

(Die Vertauschung der Summen wird durch den Satz von Fubini gerechtfertigt, solange
die Summen wohldefiniert sind). O

1.5 Unabhangigkeit

Satz 5.6. Seien X,..., X, diskrete Zufallsvariablen mit gemeinsamer Verteilung p =
(p(x1, .- %)) syewn.... anew, - Die folgenden Aussagen sind dquivalent

(i) Xi,..., X, sind unabhingig,

(ii) p(x1,...,x,) =P[Xy =21 ] P[X,, = x,,] fiir jedes x1 € W1y,... 2, € W,.

Beweis.

(D Wihle die Abbildungen ¢, ..., ¢, gegeben durch ¢;(2) = 1,-,,. Dies liefert

PX=x,...,Xp=2,] = E
¢1(X1) ¢n(X )]

[
[
[01(X1)]E[¢n(Xn)]
[ X1 =21]--P[X, = x,]

Sei ¢1: Wi > R, ..., ¢, : W, > R. Anwendung des Satzes. [5.3| mittels ¢(x1, ..., 2,) =
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o1(x1)-pn(xy,) liefert

E[¢1(X1)on(Xn)] = Z ¢1(x1)On(20) - P21, ., T0)

L1y

> bu(x1)dnlzn) - PLXy = 2] P[X, = 7]

T1yeeny

( Z¢1(ZE1) P[X = :E])( Zgbn(‘rn) P[X, = "En])
= E[¢1(X1)]E[¢n (X))

Anwendung des Satzes |4.18, X7, --, X,, liefert die Unabhéangigkeit.

2 Stetige Gemeinsame Verteilung

2.1 Definition

Definition 5.7. Sein > 1. Wir sagen, dass die Zufallsvariablen Xq,..., X, : ) - R
eine stetige gemeinsame Verteilung besitzen, falls eine Abbildung f : R® - R,
existiert, sodass

]P’[Xlgal,...,XHSan]:/1---/nf(acl,...,xn)dxn...dxl

fiir jedes aq,...,a, € R gilt. Obige Abbildung f nennen wir gerade gemeinsame
Dichte von (X1,...,X,).

Bemerkung 5.8. In dhnlicher Weise konnen wir die gemeinsame Dichte f(z1,...,x,)
fiir n Zufallsvariablen definieren. In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns auf den Fall
n =2, aber alle vorgestellten Definitionen/Ergebnisse gelten natirlich auch fir allgemeine
n.

Satz 5.9. Sei f die gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen (X1, ...,X,). Dann gilt

[ [T )drg e =1

Umgekehrt ist es auch stets mdglich fiir eine gegebene Dichte f welche Gleichung
erfullt esnen W-Raum (Q, F,P) und n Zufallsvariablen X1, ..., X, zu finden, sodass [ die
gemeinsame Dichte der stetigen gemeinsamen Verteilung von X, ..., X, ist. Der Beweis
15t ausgelassen.
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Beweis. Anwendung der Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitmasses (Proposition|1.11]) liefert
gerade das Gewiinschte

1= lim P[X;<ay,...,X,<a,]

A1 ,y...,Qp—>00

Interpretation: Nehme zum Beispiel zwei Zufallsvariablen X, Y. Intuitiv beschreibt
f(z,y)dxdy dabei die Wahrscheinlichkeit, dass ein Zufallspunkt (X,Y") einem Rechteck
[, +dx] x [y,y + dy] liegt. Wie lautet die Interpretation fiir n > 27

Example 1: Gleichverteilung auf einem Quadrat

Seien X und Y zwei Zufallsvariablen mit gemeinsamer stetiger Dichte f(z,y) = locs <1,
d.h.

L (z,y) €[0,1]?

Jeww)= {0 (2,9) £ [0,1]2.

Example 2: Gleichverteilung auf dem FEinheitskreis
Sei D = {(z,y) : 2 + y? < 1} der Einheitskreis zentriert um 0. Seien X und Y Zufallsva-
riablen mit gemeinsamer Dichte f(z,y) = 11,2,,2, d.h.

L2 4y2<1

f(:r,y)={

0 x22+y>>1.

2.2 Erwartungswert unter Abbildungen

Satz 5.10. Sei ¢ : R* - R eine Abbildung. Falls X1,...,X, eine gemeinsame Dichte
f besitzen, dann ldsst sich der Erwartungswert der Zufallsvariablen Z = ¢( X1, ..., X,)
mattels

E[$(Xy,...,X,)] = f:[: S(21,. . n) f(21,. . xn)den. . drr,|  (5.3)

berechnen (solange das Integral wohldefiniert ist).

Beweis. Ausgelassen. O
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Anwendungen: Betrachten wir das Paar (X,Y") analog zum obigen ersten Beispiel. Falls
wir die Funktion ¢(x,y) = 1(,,4)er betrachten, gilt fiir jedes Rechteck R = (a,a’) x (b,0") ¢
[0,1]

P[(X,Y) e R]=E[¢(X,Y)] = La /bb dxdy = (a' —a)(b' - b) = Flaeche(R).
Die gemeinsame Verteilung (X, Y') repréisentiert dabei das uniforme Setzen eines Punktes
auf dem Rechteck [0,1]2
Analog gilt mit (X,Y") (analog nach Beispiel 2) fiir jedes Rechteck R = (a,a’) x (b,b’) c D
Flaeche(R)
Flaeche(D)"

Dabei représentiert (X,Y’) gerade das uniforme Setzten eines Punktes auf [0, 1]2.

P[(X,Y) ¢ R] - %(a’ —a) (b —b) =

2.3 Randverteilungen

Falls X,Y eine gemeinsame Dichte fxy besitzt, dann gilt
P[X <a] =P[X € [-00,a],Y € [-00, 00]]

) [:(/:: [z, y)dy)dz.

Somit ist X stetig mit folgender Dichte

fx@) = [ 1y

Analog ist Y stetig mit folgender Dichte

O

Wir wollen nun die Randverteilung der beiden obigen Beispielen unter gegebenen gemein-

samen Dichten ausrechnen.
Example 1: Gleichverteilng eines Punktes auf dem Quadrat

Unter gemeinsamer Dichte fxy(x,y) = 1o y<1 hat X folgende Dichte
fx(z) = /01 LocociLocy<1dy = Locpcr-

Analog ist fy (y) = 1o<y<1. Somit sind sowohl X, als auch Y gleichverteilte Zufallsvariablen
auf [0, 1].
Example 2: Gleichverteilung auf dem Emheitskreis
Unter gemeinsamer Dichte fxy(x,y) = $1,2,,24 hat X folgende Dichte
Vi-a? 1,
fx@= [T Stepady= [T Zay= 2V
und analog gilt ebenfalls fy (y) = 2/1 - y2.
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2.4 Unabhangigkeit stetiger Zufallsvariablen

Das folgende Theorem gibt eine niitzliche Charakterisierung fiir die Unabhéngigkeit von
kontinuierlichen Zufallsvariablen.

Theorem 5.11. Seien Xi,..., X, Zufallsvariablen mit Dichten f1,... f,. Dann ist
folgende Aussagen dquivalent

(i) Xi,...,X, sind unabhdingig,

(ii) X1,...,X, sind insgesamt stetig mit gemeinsamer Dichte

flxy,...;xn) = fi(zy) ... fu(zn) |

Bemerkung 5.12. Somit sind zwei unabhdngige stetige Zufallsvariablen automatisch ge-
meinsam stetig.

Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir n = 2. Fiir n > 2 erfolgt der Beweis analog. Seien X
und Y zwei stetige Z.V. mit Dichte fx und fy. = Seien X und Y unabhingig.
Fiir jedes a,b € R erhalten wir

PLX <0, €8] = PLX <ol BY <1
- [ i@ [ iy
) [: [:, fx (@) fy (y)dzdy.

Somit haben X und Y die gemeinsame Dichte fxy(z,y) = fx(z) - fy(y).

= Unter Anwendung der Formel (j5.3) gilt fiir jedes a,b € R,

B[] = [ [ o(@)e(u)fxy (@ y)dady
[ @) f(@) fr(w)dady

[ o@itx@de- [ ) i)y

E[6(X)]-E[v(V)].

Anwendung der Charakterisierung von unabhéngigen Zufallsvariablen (Theorem. [4.17)
liefert die Unabhéngigkeit von X und Y. O

Example 1: Gleichverteiltung auf dem Quadrat

Seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy(z,y) = locsy<1, dann gilt

Ixy(2,y) = LocwarLoey<t = fx(x) - fy ().
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Mit anderen Worten: Die beiden Koordinaten eines gleichverteilt gewéhlten Zufallspunktes
in [0, 1]? sind unabhéngig.
Example 2: Gleichverteilung auf dem Einheitskreis

Seien X und Y Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte fxy = %1 p. Wir haben bereits
gesehen, dass fx(z) = %\/1 - 22 und fy(y) = %\/1 — 2. Somit gilt, dass
fxy(x,y) # fx () fy(y).

Somit sind die Koordinaten von X und Y eines gleichméfig verteilten Punktes in D nicht
unabhéngig!Die kann man leicht nachvollziehen fiir den Fall, dass X grosser ist als zum
Beispiel v/3/2. Unter diesem Fall muss Y bereits in [~1/2,1/2] erhalten sein.



Kapitel 6

GGrenzwertsatze

Ziele
e Verstdndnis von Grenzwerten empirischer Durchschnitte.
e Rechnen und Reskalieren von Summen von u.i.v. Zufallsvariablen.

e Verstehen und Anwendung der beiden Grenzwertsiatze ZGWS und SGGZ.

Vorbemerkung In diesem Kapitel fixieren wir einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F,P)

und eine Folge von u.i.v.-Zufallsvariablen X, Xs,.... Mit anderen Worten, wir erhalten
Zufallsvariablen X;: Q - R, so dass

Vi << Zk Vl’l, R i SIS R P[X“ <xq,.. 7sz < I’k] = F(l‘l)F(CEk)

wobei F' die allgemeine Verteilungsfunktion ist. Fiir jedes n betrachten wir die Partial-
summe
Sp=X1++ X,

und wir interessieren uns fiir das Verhalten (wenn n grof ist) der folgender Zufallsvariablen

X4+ X
&:Q_ (6.1)

n n

Dies wird manchmal auch empirischer Durchschnitt genannt.

73
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1 Gesetz der grossen Zahlen (GGZ)

Theorem 6.1. Sei E[|X]] < co. Setzte m = E[X1] dann gilt

X+ 4 X
lim 22 s, (6.2)

n—oo n

Was bedeutet. (6.2)7
Xl(w) Xl(w)+X2(w)
; 2

Wenn wir w in €2 fixieren, definieren die Terme —5 , --- einfach eine Folge von
reellen Zahlen. Die Eigenschaften dieser Folge hangen nun von dem Elementarereigniss w
ab. Somit sind fiir uns die Elementarereignisse w’s, fiir welche die Folge M zZu
m konvergiert interessant. Préazise gesagt, definieren wir die Teilmenge E c €2 durch

E={w: lim Xiw) +'7'1'+X”(”) = m). (6.3)

Man kann {iberpriifen, dass E ein Ereignis ist und Gleichung. (6.2) besagt gerade, dass
P[E] =1 gilt.

Bemerkung 6.2. In der Aussage des Satzes mag es tiberraschen, dass die Annahme und
die Definition von m sich nur auf X, beziehen. Da die Zufallsvariablen aber u.i.v. sind,
haben wir auch E[|X;|] < co und m =E[X;] fiir jedes i.

Example 1: Bernoulli Zufallsvariablen

Sei X1, X5, ... eine Folge von u.i.v. Bernoulli Z.V. mit Parameter p. Dann ist
. Xi+e+ X,
lim —— =p a.s.
n—oo n

Example 2: Exponentialverteilte Zufallsvariablen

Sei T, T5, ... eine u.i.v. Folge von exponential verteilten Zufallsvariablen mit Parame-

ter . Dann gilt
. T+ +T,
lim ————

n—>00 n

=)\ a.s.

Beweis. Wir beweisen das Gesetz der grossen Zahlen mittels einer stdrkeren Annahme.
Wir nehmen folgendes an

C :=E[X}] < .
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gilt zudem

E[X,] =0. (6.4)

In der Tat, falls die Behauptung fiir m = 0 gilt, wihle gerade die Zufallsvariable Y; = X;—m,
1 > 1. Somit ist die Behauptung auch fiir m # 0 giiltig.
Sei n > 1 fix und setze
Sp=X1+-+X,.
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Erweitere S und Ausnutzen der Linearitit des Erwartungswerts liefert

E[S}]= Y E[X.X;XpX/].

1<i,j,k,l<n

Sobald ein Faktor X, ein einziges Mal im Produkt X, X; X, X, vorkommt, dann implizieren
Unabhéangigkeit und die Hypothese , dass der Erwartungswert des Terms verschwin-
det. Daher sind die einzigen nicht verschwindenden Terme von der Form E[X!] und
E[X7Y?], fiir i # j. Anwenden der Unabhéngigkeit und der Jensen-Ungleichung liefert fiir
i # j E[X7Y?] = E[X?]* < C. Da es hochstens n? +n nicht verschwindende Terme in der
obigen Summe gibt und jeder dieser Terme kleiner als C' ist, erhalten wir

E[S}] < C(n*+n) <2Cn?.

Fiir jedes n, betrachte folgendes Ereignis
Fnz{weQ : M<n‘1/8}.
Per Markov Ungleichung gilt
P[FS] =P[SE>n"?] < 7=
Nun fiir endliches N > 1, betrachte folgendes Ereignis
_ _ [Sal . as
Ex= () F.={Vn>N <n Y8}
n>N n

Anwenden der union bound liefert die folgende finale Ungleichung

PLEY] = P[U Fil< 3 PR < ¥~

n>N n>N nzN 1
Somit gilt limy_ P[Ex] = 1. Dies ist jedoch ausreichend. Fiir jedes N € N gilt Ey c E,
wobei E definiert ist nach Gleichung. (mit m = 0). Nach Monotonie des Wahrschein-
lichkeitmasses gilt P[Ex] < P[E], und somit folgt die Behauptung unter Anwendung des
Grenzwerts N — co. Der Beweis ist somit abgeschlossen. [

2 Anwendung: Monte-Carlo Integration

Eine niitzliche Anwendung des Gesetztes der grossen Zahlen ist die Approximation von
schwer exakt zu bestimmenden Integralen. Sei d > 1 eine ganze Zahl. Sei g : [0,1] - R
sodass,

[l < oo
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Unser Ziel ist es das folgende Integral

I= /Olg(x)da:

numerisch zu bestimmen. Allgemein kann das exakte Ausrechnen von [ ein sehr schwie-
riges Problem darstellen. Wir suchen somit nach einer Methode I zufriedenstellend zu
approximieren. Die Idee: Wir betrachten [ als Erwartungswert und verwenden das Ge-
setzt der grossen Zahlen, um I zu approximieren. Sei U eine gleichverteilte Zufallsvariable
auf [0, 1]. Dann gilt,

Blo(0)]= [ o(x)dr=1

Somit finden wir eine gute Approximation von [ , falls wir obigen Erwartungswert g(U)
zufriedenstellend bestimmen konnen. Nun kommt das Gesetzt der grossen Zahlen ins Spiel.
Sei Uy, Us, ... eine u.i.v. Folge von gleichverteilten Zufallsvariablen auf [0,1] und setzte
X, =g(U,) fir jedes n. Somit sind die Folgenglieder X7, X5,... ui.v. und es gilt

1
B[] = [ lo(e)lda < o,
und E[X; ] =I. Anwendung des Gesetztes der grossen Zahlen liefert

iy 90D+ +9(Un) _

n—oo ’,”/

I.

Somit erhalten wir eine Approximation von [ mittels Ausrechnen von M fiir

hinreichend grosses n. Dabei ist der letzte Term mittels Simulation von gleichverteilten
Zufallsvariablen Uy, ... U, einfach auszurechnen.

Die Methode kann einfach verallgemeinert werden. Man kann zum Beispiel weitere
Dichten und Verteilungen nutzten um Integrale iber R zu bestimmen.

3 Konvergenz in Verteilung

Deterministische Zahlen in R konnen wir stets einen Abstand zwischen ihnen zuordnen:
Somit ist der Abstand zwischen = und y durch |z — y| gegeben. Daraus ergibt sich ein
natiirlicher Begriff der Konvergenz. Eine Folge von reellen Zahlen (), konvergiert zu
T, wenn

lim |z, — x| = 0.

Eine Methode den “Abstand” zwischen X und Y zu messen, ist der Vergleich der Vertei-
lungsfunktionen von X und Y. Die Idee: X und Y haben dhnliches stochastisches Verhal-
ten, falls ihre Verteilungsfunktionen Fx und Fy nahe beieinander liegen. Dies motiviert
den Begriff der “Konvergenz in Verteilung” und wir geben die folgende Definition.
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Definition 6.3. Seien (X,,)ney und X Zufallsvariablen. Wir schreiben

Approx
X, = Xasn—- oo

falls fiir jedes x € R
lim P[X, <x]=P[X <x].

n—oo

Example 1: Bernoulli Zufallsvariablen
Fiir jedes n, sei X,, eine Bernoulli Zufallsvariable mit Parameter p, € [0,1]. Falls
lim,, 0 P, = p gilt, erhalten wir

Approx .
X, =~ X fiirn- oo,

wobei X eine Bernoulli Zufallsvariable mit Parameter p ist.
Example 2: Approzimieren der Gleichverteilung

Im ersten Beispiel handelt es sich um diskrete Zufallsvariablen, die gegen eine andere
diskrete Zufallsvariable konvergieren. Es ist auch moglich, dass eine Folge von diskre-
ten Zufallsvariablen gegen eine stetige Zufallsvariable konvergiert. Das folgende Beispiel
illustriert dies.

Fiir jedes n, sei X,, eine gleichverteilte Zufallsvariable auf {0,1,2,... 2= 1} (d.h.
P[X, =%]=-L fiir k=0,1,2....,n). Dann erhalten wir

n n+1

Approx
X, & X asn- oo,

wobei X eine gleichverteilte Zufallsvariable auf [0, 1] ist.
Tatsdchlich erhalten wir fiir jedes x € [0, 1]

IP’[XnSx]:M — x=P[X < z],

n n— 00

wobei die Konvergenz fiir x ¢ [0, 1] analog auszurechnen ist.

4 Zentraler Grenzwertsatz

Eine Frage der Fluktation?
Das Gesetz der grofsen Zahlen besagt, dass fiir grofe n der empirische Durchschnitt (6. 1))

nahe dem Erwartungswert m = E[X;] ist. Eine zweite sehr natiirliche Frage, die man
stellen kann, ist:

+-+ X

X . :
Wie weit ist = "~ typischerweise von m entfernt?
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Fluktuationen von Normalverteilten Zufallsvariablen

Betrachten wir zunéchst den sehr lehrreichen Fall, dass X, Xs,... eine Folge von i.i.d.
normalen Zufallsvariablen mit den Parametern m und o2 ist. Dann sagen uns die Ergeb-
nisse, die wir fiir normale Zufallsvariablen gesehen haben, dass

X4+ X,
—_m
n

7 =

wiederum eine normale Zufallsvariable mit den Parametern m = 0 und &2 = %02. Die

Standardabweichung ¢ = %a stellt die typischen Schwankungen von Z dar. Grob kann

man sagen, dass der typische Abstand zwischen &1++Xx

und m von der Ordnung ﬁ ist.
In diesem Zusammenhang ist eine ist eine Skalierung der Zufallsvariable Z um einen
Faktor @ natiirlich. Nach Skalierung erhalten wir gerade Fluktuationen der Ordnung 1:
Nochmalige Verwendung der Eigenschaften von normalverteilten Zufallsvariablen sehen
wir, dass
\/ﬁZ_ Xi+-—+X,-n-m

o o2n

standard-normalverteilt ist.
Betrachtet man also i.i.d.-Normalverteilungen mit Erwartungswert m und Varianz o2,

dann ist die Zufallsvariable
Xi+-+X,-n-m

2

o°“n

eine neu skalierte standard-normalverteilte Zufallsvariable der Fluktuation %

Allgemeine Fall: Der zentrale Grenzwertsatz
Seien X1, X, ... nicht normalverteilt, dann ist die Berechnung der Verteilung

Xi+-+X,-n-m

o?n

nicht immer einfach. Hier setzt der zentrale Grenzwertsatz gerade an. Er besagt, dass fiir
immer grosser werdende n die Verteilung der obige Zufallsvariablen sich der Verteilung
einer Standard normalverteilten Zufallsvariable annéhert.

Theorem 6.4 (Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS)). Nehme an, dass der Erwartungswert
E[X?] wohldefiniert und endlich ist. Setzte m = E[X;] und 0% = Var(Xy), dann gilt
folgender Grenzwert

1 a 2
P <a d(a 2—[ e 2y,
[P <o) b= o= [

fiir jedes a € R.
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Beachte gerade, dass ¢ gerade die Verteilungsfunktion einer Zufallsvariable Z ~
N(0,1) ist. Der Satz besagt somit, dass fiir grosse n € N die Zufallsvariable

S,—-n-m

Ly =
2

a°“n

in Verteilung Z ~ N/(0,1) dhnelt.

Bemerkung 1:

Fiir jedes n konnen wir die Linearititseigenschaften des Erwartungswerts und der Varianz
verwenden, um zu zeigen, dass

E[Z,]=0 wund Var(Z,)=1.

Bemerkung 2:

Der zentrale Grenzwertsatz hilft uns bei der Vorhersage des Verhaltens von S, fiir grofie
n. Betrachten wir zum Beispiel p := P[Z € [-2,2]], wobei Z eine standardnormale Zufalls-
variable ist.

Es ist bekannt, dass p ~ 0,95 ist (dies entspricht dem blauen und braunen Bereich in
der Abbildung unten).

Abbildung 6.1: Quantile einer Normalverteilung fiir 4 und o?

Verwendung des Zentralen Grenzwertsatzes liefert

lim P[mn -2Vo?n < S, <mn+2Vo?in] =p=~95%.

n—oo

Example 1: Berechnung von Binomialverteilungen

Sei X ~ Bin(20, 1) verteilt. Wie kénnen wir P(X < 14) ausrechnen? Natiirlich kénnen
wir dies per Hand mittels 211:; P, wobei p, = (2k0)2% mithsam ausrechnen. Alternativ
eignet sich hier gerade das Anwenden des ZGWS, denn wir kénnen X gerade also die
Summe von 20 unabhéngigen gleichverteilten Bernoulli-Zufallsvariablen mit Parameter
p= % schreiben. Diese haben = % und o2 = }l und somit erhalten wir eine Schétzung fiir
die obige Wahrscheinlichkeit

P(X <14) = P(i){}- <14)=P

i=1

M X.—20x1 14-20x1
Lict —2 < 2 |~ ©(1.788).
\/20>< 1 \/20>< 5
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