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Statistische Grundideen

Ausgangssituation: Man hat beobachtete Daten und will daraus Riickschliisse ziehen
auf den zugrundeliegenden Mechanismus, der diese Daten generiert hat.

Ein h&ufiger erster Schritt ist eine graphische Aufbereitung der Daten; das ist oft
niitzlich, um einen ersten Eindruck und erste Ideen zu bekommen. Die entsprechenden
Methoden gehéren zur deskriptiven oder beschreibenden Statistik; diese Aspekte werden
hier aber nicht behandelt.

Wir befassen uns im Folgenden mit der induktiven Statistik. Die Grundidee dabei ist
relativ einfach. Man fasst die Daten x1,...,z, auf als Realisierungen /realisierte Werte

Xi(w),..., X, (w) von Zufallsvariablen Xj, ..., X, und sucht dann (unter geeigneten Zu-

satzannahmen) Aussagen tiber die Verteilung von Xi,..., X,,.

Wichtig: Man muss immer sauber unterscheiden zwischen den Daten x1,...,z, (be-
zeichnet mit kleinen Buchstaben; x4, ..., z, sind also in der Regel Zahlen) und dem gene-
rierenden Mechanismus X1, ..., X, (bezeichnet mit grossen Buchstaben; X7, ..., X, sind

Zufallsvariablen, also Funktionen auf einem Q). Das wird leider nicht immer eingehalten,
obwohl schon der amerikanische Philosoph und Psychologe William James (1842-1910)
im 19. Jahrhundert auf diesen Punkt hinwies: “We must be careful not to confuse data

with the abstractions we use to analyze them.”

Terminologie: Die Gesamtheit der Beobachtungen xi,...,z, oder Zufallsvariablen
X1,..., X, nennt man oft eine Stichprobe; die Anzahl n heisst dann der Stichproben-
umfang.

Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist in der Regel ein Datensatz zi,...,z, aus
einer Stichprobe Xj,..., X, fiir die wir ein Modell suchen. Dieses ist beschreibbar durch
einen (moglicherweise hochdimensionalen) Parameter 6 € ©, und um Begriffe und Notatio-

nen sauber definieren und benutzen zu konnen, muss man genauer spezifizieren, in welcher
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Art wahrscheinlichkeitstheoretische Aussagen vom Parameter 6 abhéngen. Dazu betrach-
tet man simultan eine ganze Familie von Wahrscheinlichkeitsraumen; man hat typisch
einen festen Grundraum (2, ) und fiir jeden Parameter 6 aus dem Parameterraum ©
ein Wahrscheinlichkeitsmass Py auf (€2, F), also einen Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, Py)
fir jedes 0 € ©. Anschaulich kann man sich vorstellen, dass jemand (“die Natur”) einen
Parameter # € © und damit einen konkreten stochastischen Mechanismus Py wahlt. Als
Statistiker weiss man aber nicht, welches 6 aus © gewahlt wurde; man betrachtet also die
Daten zq,...,x, als Ergebnisse von Zufallsvariablen X,..., X,, unter dem unbekannten
Mechanismus Py und versucht, daraus Riickschliisse iiber 6 zu ziehen.
Beispiel:
Betrachten wir die obigen Ideen einmal fiir die Situation eines Miinzwurfmodells. Wir
haben eine Miinze, von der wir nicht recht wissen, wie sie sich beim Werfen verhélt. Wir
nehmen an, dass die Miinze bei jedem Wurf Kopf oder Zahl mit (immer der gleichen)
Wabhrscheinlichkeit p bzw. 1 — p produziert; wir kennen aber p nicht und betrachten es
deshalb als einen unbekannten Parameter. Hier ist also © = [0, 1], der Parameter 6 = p
entspricht der Erfolgswahrscheinlichkeit fiir Kopf bei einem einzelnen Miinzwurf, und das
Wahrscheinlichkeitsmass Py = P, beschreibt das Miinzwurfmodell mit dem Erfolgspara-
meter p. Wir nehmen zusétzlich auch noch an, dass die einzelnen Wiirfe jeweils (d.h. in
jedem Modell Py) unabhéngig sind.

Nun werfen wir unsere Miinze n Mal, schreiben jeweils 0 fiir Zahl, 1 fiir Kopf und
erhalten so Daten x4, ..., z, aus einer Stichprobe X1, ..., X,,. Unser Modell (oder genauer

unsere Modellfamilie) ist
die X; sind unter P, i.i.d. ~ Ber(p);

der Parameter ist also wie erwdhnt 6 = p € [0,1] = ©, und das Modell P, beschreibt
unabhéngige Miinzwiirfe mit Erfolgsparameter p fiir “Kopf”. Unser Ziel ist es, aus den
Daten Riickschliisse tiber p zu ziehen. (Zum Beispiel mochten wir vermutlich wissen, ob
die Miinze wohl fair ist oder nicht.)

In vielen Féllen ist der Parameterraum © eine Teilmenge von R™; wenn man zu ge-
gebenen Daten ein passendes Modell finden und dariiber gewisse statistische Aussagen
machen mochte, so spricht man dann von einer parametrischen statistischen Analyse.

Allgemein gehoren dazu die folgenden Etappen:



1)

2)

3)

4)

5)

Beschreibende Statistik der Daten: In diesem Schritt versucht man mit graphischen
Methoden, aufgrund der Daten eine erste Idee fiir die Wahl einer geeigneten Model-

lierung zu finden. (Diesen Schritt werden wir hier nicht weiter erkléren.)

Wabhl eines (parametrischen) Modells: Hier spezifiziert man die Parametermenge ©

und die Familie (Py)gco von Modellen, mit denen man arbeiten will.

Schatzung der Parameter: Aufgrund der Daten will man ein moglichst gut passendes
Modell wahlen. Dazu benutzt man einen Schdtzer; die zugehorige Schdtzfunktion ist

eine Abbildung, die gegebenen Daten x4, ..., x, einen Parameter 6 € © zuordnet.

Kritische Modelliiberpriifung (Anpassungstest): Hier fragt man, ob die Daten zu
dem gewéahlten Parameter 6 bzw. Modell Py gut passen; das macht man mit einem

geeigneten statistischen Test.

Aussagen ilber Zuverlassigkeit der Schétzungen: Statt eines einzigen Parameter-
wertes kann man auch versuchen, einen Bereich in © so zu spezifizieren, dass alle
zugehorigen Modelle Py in einem zu prézisierenden Sinn gut zu den Daten passen;

man spricht dann von einem Konfidenzbereich.



Kapitel 1

Schatzer

Ziel: Uberblick iiber grundlegende Ideen und Methoden zur Schiitzung von Parametern.

Setup:

e Parameterraum © c R,

Grundraum (2,

sigma-Algebra F,

(Pg)geo Familie von Wahrscheinlichkeitsmasse auf (€2, F),

e Xi,..., X, Zufallsvariablen auf (2, F).
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1.1 Grundbegriffe

Wir suchen dann fiir der Parameter 6 ein Schdtzer T aufgrund unserer Stichprobe
(X1,...,X,).

Definition 1.1. Ein Schatzer ist eine Zufallsvariable T : Q) - R der Form
T= t(Xl, e 7Xn),

wobei t: R™ - R.

Einsetzen von Daten x; = X;(w), i = 1,...,n, liefert dann Schdtzwerte T'(w) = t(x1,...,2,)
fiir 6.

Es ist wichtig, die Konzepte “Schétzer” und “Schatzwert” sauber auseinanderzuhalten.
Ein Schatzwert ist eine Zahl T'(w) = t(X1(w), ..., Xp(w)) = t(x1,...,x,); wie die Daten
x; ist das die Realisation T'(w) (im von uns betrachteten konkreten Experiment w) der
Zufallsvariable 7.

Beispiel: tea tasting lady
Eine englische Lady behauptet, bei Tee mit Milch anhand des Geschmacks unterscheiden

zu konnen, ob zuerst die Milch oder zuerst der Tee in die Tasse eingegossen worden ist.
Wie kann man iiberpriifen, ob das stimmen kann?

Um zunéchst einmal Daten zu bekommen, stellen wir der Lady an n Tagen die Aufga-
be, zwei Tassen (je eine vom Typ 1 und Typ 2) zu klassifizieren; sie soll also angeben, in
welche der Tassen zuerst Milch eingegossen worden ist. Wir notieren uns dabei die Ergeb-
nisse x1,...,x, € {0,1} (falsch bzw. richtig klassifiziert) und fassen wie tiblich diese Daten
als Realisationen von Zufallsvariablen X,..., X, auf. Dann ist S, = ¥, X; die (zufal-
lige) Anzahl der korrekt klassifizierten Tassenpaare, und s, = .1 x; ist die beobachtete
Anzahl von Erfolgen.

Als Modelle nehmen wir nun an, dass die X; unter Py i.i.d. ~ Ber(6) mit 6 € © = [0, 1]
sind. Dann ist natiirlich S,, ~ Bin(n, ) unter Py, d.h. im Modell Py, das zu 6 gehort, ist
die Anzahl S,, der Erfolge binomialverteilt mit Parametern n und 6.

Weil wir den Parameter 6 nicht kennen, liegt es nahe, zuerst einmal dafiir einen Schét-
zer zu suchen. Eine erste Moglichkeit ware, einfach das letzte Ergebnis zu nehmen; unser
erster Schitzer 1" fiir § wiire also 7' = X,,. Obwohl das absurd aussieht, werden wir sehen,

dass dieser Schétzer durchaus die eine oder andere verniinftige Eigenschaft hat.
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Ein zweiter naheliegender Schétzer wire die durchschnittliche Anzahl der Erfolge der

Lady bei ihren n Versuchen; unser zweiter Schétzer ware also T = X, = %Sn.

Fiir gegebene Daten 1, ..., x, gibt uns das dann zwei Schitzwerte £(x1,...,x,) =z,
und (21, ...,%,) = Tp = = Yy 2, die wir konkret berechnen konnten.
o
1.2 Bias

Wie die X; ist der Schéitzer T ein Zufallsvariable, deren Verteilung (unter Py) von dem
unbekannten Parameter 6§ abhédngt. Nur selten kann man diese Verteilung explizit be-
stimmen; siehe spéter die Resultate fiir die Normalverteilung. Bevor wir zumindest eine
systematische Methode zur Bestimmung von Schatzern betrachten, fithren wir einige all-

gemeine wiinschenswerte Eigenschaften auf.

Definition 1.2. Ein Schdtzer T heisst erwartungstreu fir 0, falls fir alle 0 € © gilt

E,[T] = 0.

Interpretation Im Mittel (iiber alle denkbaren Realisationen w) schétzt T' also richtig,

und zwar unabhingig davon, welches Modell Py zu Grunde liegt.

Definition 1.3. Sei 6 € ©, und T ein Schitzer. Der Bias (oder erwartete Schitzfeh-
ler) von T im Modell Py ist definiert als

Ey[T] - 6.

Der mittlere quadratische Schdatzfehler (“mean squared error”, MSE) von T' im Modell
Py ist definiert als
MSE[T] = Eo[(T - 6)?].

Erwartungstreu (auf Englisch “unbiased”) bedeutet also, dass der Bias identisch Null ist.

Bemerkung: Man kann den MSE zerlegen als
MSE@[T] = E@[(T - 0)2] = Val”g[T] + (EQ[T] - 0)2,

also in die Summe aus der Varianz des Schétzers T" und dem Quadrat des Bias. Fiir

erwartungstreue Schéitzer sind Varianz und MSE dasselbe.
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Beispiel: tea tasting lady

Beide oben angegebenen Schétzer T = X, und T = X,, sind erwartungstreu. Unter Py ist
ja T = X, ~ Be(h), also

Fo[T] = Eg[X,,] = 0, und
MSEy[T] = Vary(X,,) = 0(1 - 6).
Obwohl aber T’ erwartungstreu ist, wird er kaum je das richtige Ergebnis fiir den
Parameter 0 liefern; fiir jede konkrete Realisierung w hat ja T(w) = X, (w) den Wert 0

oder 1, und nur im theoretischen Mittel iiber alle w erhalten wir 6.

Unser zweiter Schitzer fiir 6 ist T = X, = Ly, X;; er ist auch erwartungstreu, denn

Ey[T] - %ZEQ[XJ 0 fiir alle 0,

i=1

und (wegen Unabhéngigkeit unter Py)
Varg[T'] = 1 En Varg[ X;] = —10(1 -0)
0 n? = Ty ’

weil alle X; ~ Ber(6) unter Py sind.
Wegen

~

Vary[T'] = Varg[ X,,] = 0(1-0)

hat 7T kleinere Varianz als 7". Das ist einleuchtend, weil T die Information in der Stichprobe

X1,...,X, viel besser ausnutzt. o

1.3 Die Maximum-Likelihood-Methode (ML-Methode)

In diesem Abschnitt stellen wir eine Methode vor, um systematisch Schétzer zu bestim-
men. Diese Methode liefert in sehr vielen Situationen Ergebnisse, die sowohl plausibel
sind als auch gute Eigenschaften haben.

Ausgangspunkt im Folgenden ist immer eine von zwei Situationen, je nachdem, ob
wir es mit diskreten oder mit stetigen Zufallsvariablen zu tun haben. Wir schreiben oft
kurz X = (X1,...,X,). In jedem Modell Py sind Xi,..., X, entweder diskret mit ge-
meinsamer Gewichtsfunktion pg(x1,...,2,;0) oder stetig mit gemeinsamer Dichtefunkti-

on fy(z1,...,2,;0). Meistens sind sogar die X; unter Py i.i.d. mit individueller Gewichts-
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funktion px (z;6) bzw. Dichtefunktion fx(z;6); dann ist also die gemeinsame Gewichts-

funktion
py(T1,...,200) = pr(xi; 0)
i=1

bzw. die gemeinsame Dichtefunktion
fg(z1,.. . 20;0) = fo(:ci;Q).
i=1

Anschaulich ist
pX(xl,,acn,Q) :Pg[Xl :.’L'l,...,XnZ.’L"n]

gerade die Wahrscheinlichkeit im Modell P,, dass unsere Stichprobe X1, ..., X,, die Werte

x1, ..., o, liefert, und fg(z1,...,2,;0) ist das iibliche stetige Analogon.

Definition 1.4. Die Likelihood-Funktion ist

(z1,...,2,;0) im diskreten Full,
L(xy,...,2,;0) = px(o )
fe(x1,. .. 20;0)  im stetigen Fall.

Die Funktion log L(z1,...,z,;60) heisst log-Likelihood-Funktion. Sie hat gegeniiber
der Likelihood-Funktion den Vorteil, dass sie im i.i.d.-Fall durch eine Summe (statt ein
Produkt) gegeben und damit zum Rechnen oft wesentlich einfacher ist.

Nach diesen allgemeinen Vorbereitungen wenden wir uns nun der erwahnten Methode
zur Bestimmung von Schétzern zu. Fiir eine Stichprobe X, ..., X,, gibt uns die Likelihood-
funktion L(z1,...,x,;0) zumindest im diskreten Fall die Wahrscheinlichkeit im Modell Py,
dass unsere Stichprobe gerade die Werte 1, ..., z, liefert. Um eine moglichst gute Anpas-
sung des Modells an die Daten zu erreichen, wollen wir diese Wahrscheinlichkeit moglichst

gross machen, indem wir den Parameter geschickt wéahlen.

Definition 1.5. Fir jedes x1,...,x,, sei typ(xy,...,x,) € R der Wert, der 6
L(x1,...,2,;0) als Funktion von 0 mazximiert. D.h.,
L(x1,. . xnstyr(xg, .. 1)) =r§1%XL(x1,...,xn;9).

Ein Mazximum-Likelihood-Schdtzer (ML-Schdtzer) Ty, fir 0 wird definiert
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durch
TML = tML(Xh Ce ,Xn)

Meistens sind X1, ..., X, i.i.d. unter Py; die Likelihood-Funktion L ist dann ein Pro-
dukt, und es ist bequemer, statt L die log-Likelihood-Funktion log L zu maximieren, weil

diese eine Summe ist. Statt zu maximieren sucht man ferner meistens nur Nullstellen der

Ableitung (nach 0).

Bemerkung:

In den Rechnungen arbeitet man oft mit L(zy,...,x,;#), insbesondere beim Maximieren
tiber 0. Das optimale 6* ist dann eine Funktion tyy,(z1,...,2,) von x1,...,x,. Damit
der resultierende Schéatzer Ty, von der Stichprobe Xi,..., X, abhingt, muss dann aber
Z1,...,x, durch Xy,..., X, ersetzt werden, d.h. der Maximum-Likelihood-Schétzer ist
Tur = tun (X1, -+, X5).
Beispiel 1: Bernoulli-Verteilung.
Im Modell P, seien

Xi,..., X, i.id. ~Ber(p).

Hier ist 6 = p, und wir wollen also fiir eine unbekannte Miinze den Erfolgsparameter
schitzen. Diese Fragestellung haben wir schon im letzten Abschnitt im Beispiel mit der
tea tasting lady angetroffen.

Die Gewichtsfunktion einer Ber(6)-Verteilung ist
px(2;0) = Pp[X = 2] =0"(1-0)"" fiir z € {0,1}.
Weil die X; i.i.d. sind, ist also
L(zy, ... w0;0) = ﬁpX(xiQ 0) = g% (1 - )" Zm
i=1
und

log L(x1,...,x;0) = Y z;log + (n— in)log(l -0).
i1

i=1
Wir wollen das {iber # maximieren und setzen dazu die entsprechende Ableitung Null. Die

Ableitung nach @ ist

0 1& 1 n
%logL(xl,,xn,Q) = agﬂlz—m(n—;xl),
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und das ist 0 fur

(1_9)§;$i:9(n—i%)7

i=1
d.h. fiir 0=+ Y7, ;.
Der ML-Schétzer fiir 0 bzw. p ist hier also
1& —
T=— Z X;=X,.

ni3

1.4 Modelle mit mehreren Parametern

Unsere aktuelle Theorie begrenzt sich auf stochastische Modelle mit einem paramter
6 in R. Verschiedene Situationen verlangen aber Modelle mit mehreren Parametern
0,,05,...,0,, m > 2. Un solche Modelle besser zu verstehen, entwickeln wir nun eine
allgemeinere Theorie.

Als ersten Schritt betrachten wir folgende Parametermenge
O cR™,

wobei m gerade der Anzahl an Parametern entspricht und das (stochastische) Modell
gegeben ist durch eine Familie von Massen (Py)gco. Dabei interessieren wir uns fiir eine
Schétzung der Parameter 6 = (6,,...,6,). Es ist anzumerken, dass sich alle vorherigen

Definitionen in dieses Setup problemlos iibertragen lassen.

Beispiel 2: Normalverteilung.

Im Modell Py seien
Xi1,..., X, iid. ~N(p,0?).

Hier ist die Dimension des unbekannten Parameters m = 2, wir haben 6 = (i, 0?) = (u,v),
und wir wollen g und o2 = v schitzen.
Die Dichtefunktion von X; unter Py ist

1 —1)? 1 z—p)?
eXp(—(x l;) ): e‘%.
oV 2T 20

fx(x;0) =

2mv

Weil die X i.i.d. sind, ist also

L(zy,...,x,;0) = ﬁ fx(z::0)
i=1
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und

: ! N,
log L(x1,...,x,;0) = Y log fx(2:;0) = —n§(10g27r +logv) =) 5
i-1 i=1

Die Ableitungen nach y und v sind

n
Li — M

0
%logL(xl,...,:En;H) :2;

0
%log[’(‘rlv‘ .- 7ZEn,8) =-57-t 2_,02 Z(xz _M)Qa

und sie werden beide gleichzeitig 0 fiir

0= Zn:(xi—u) = zn:mi—n,u,d.h. fiir p = %ixz =T,,
i=1

i=1 =1
VY N TP
v = nZ(xz p)” = nZ(xz Tn)"

i=1 i=1
Der ML-Schétzer fiir 6 = (i, 0?) ist also

_liXizyna

i=1

n . 12 -
SO NET SRS B e AT
i=1 i=1

_ 3

wobei die zweite Gleichheit durch Ausquadrieren folgt. o

Der Schétzer T = (11,T3) im obigen Beispiel ist ganz allgemein auch der sogenannte
Momentenschétzer fiir
(Eo[X], Varg[X])

in jedem Modell Py, wo X1,...,X, i.i.d. sind. Dieser Schétzer hat aber den allgemeinen
Nachteil, dass er nicht erwartungstreu fiir (Eg[ X |, Varg[ X ]) ist. Zwar ist fiir jedes 6

B3] = E(X,) = - 3 B[ X] = EolX]:

aber
— 1 & 1 (&
BT, = 2 32 Bl - o SELX DEL))
ik=1 i1 itk

und wegen Unabhéngigkeit ist fiir i # k

Eo[XiXy] = Eg[ Xi]Eo[X,] = (Eg[X]).
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Also ist

n?-n

Eo[T> :%ZEQXQ (2E9[X2]+ - (Ee[X])Q)

(1 ) (Bo[X?] - (Bo[X1)?)

_n- 1

Val'g [X]

Um einen erwartungstreuen Schétzer T" fiir (Eo[ X ], Vary[X]) zu haben, benutzt man

deshalb meistens

T =T, =X,
n 1 & — 1 & n
T, = T = X, -X,)2=—Y' X?- —(X,)?
2 =17 n—lZ;( ) n—ll; ! n—l( )
Fiir 7! benutzt man oft auch die Notation
FEPL TS At
n_1171 (A n

und nennt S? die empirische Stichprobenvarianz.



Kapitel 2
Konfidenzintervalle

Grundidee: Wie in Abschnitt || suchen wir aus einer Familie (Py)pce von Modellen
eines, das zu unseren Daten z,...,x, passt. Ein Schétzer fiir 6 gibt uns dabei einen
einzelnen zufélligen moglichen Parameterwert. Weil es schwierig ist, mit diesem einen Wert
den richtigen (aber unbekannten) Parameter zu treffen, suchen wir nun stattdessen eine
(zufillige) Teilmenge des Parameterbereichs, die hoffentlich den wahren Parameter

enthalt.

Setup:

e Parameterraum © c R,

Grundraum (2,

sigma-Algebra F,

(Pp)geco Familie von Wahrscheinlichkeitsmasse auf (2, F),

o Xi,..., X, Zufallsvariablen auf (2, F).

13
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2.1 Definition

Im vorangegangenen Kapitel haben wir eine Methode zur Schétzung unbekannter Para-
meter mittels Formeln kennengelernt. Eine naheliegende Frage ist: Wie reichhalting sind
diese Schéatzer? Werfen wir zum Beispiel eine Miinze n mal, ohne die Wahrscheinlichkeit
p von Kopf zu kennen. Falls wir 70 Mal Kopf erhalten, ist der Maximum-Likelihood-
Schétzer fir p Ty = 0.7. Wie weit liegt Ty, von dem wahren Wert p entfernt? Um
diese Art von Frage zu beantworten Frage zu beantworten, fiihren wir den Begriff der

Konfidenzintervalle ein.

Definition 2.1. Sei o € [0,1]. Ein Konfidenzintervall fir 6 mit Niveau 1 - «
ist ein Zufallsintervall I = [A, B], sodass gilt

V0 e© Py[A<§<B]>1-aq, (2.1)

wobei A, B Zufallsvariablen der Form A = a(X1,...,X,), B =b(Xy,...,X,) mittels
a,b:R" > R sind.

Bemerkung 2.2. In Eq. (2.1), ist der Paramter 0 deterministisch und nicht zufdl-
lig. Die stochastischen FElemente sind gerade die Schranken A = a(Xi,...,X,) und
B=b(Xy,...,X,).

Example 1: Konfidenzintervall eines normalen Modells mit Varianz 1 und unbekannten

Mittelwerts

Seien X1,...,X, n u.i.v. normalverteilte Zufallsvariablen mit Parametern m und o2 = 1.

Wir betrachten somit ein stochastisches Modell mit bekannter Varianz (02 = 1) aber
unbekanntem Mittelwert m. Man kann zeigen, dass der Maximum-Likelihood Schétzer

gegeben ist durch
X +-+ X,

n

T =Ty =

Wir suchen nun fiir m Konfidenzintervalle der folgenden Form

I:[T—ﬁ,T+%],

wobei ¢ > 0 eine von n unabhéngige Konstante ist. Zuerst betrachten wir

<m<T+—]=Py[-c<Z <],

NG
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wobei Z = \/n(T -m) = X”*—jé"’”m eine standardnormalverteilte Zufallsvariable ist.

Somit konnen wir die obige Wahrscheinlichkeit explizit bestimmen

Po[-c< Z <c]=Py[Z < c] -Pp[ X < —]
—_—
ZI—Pg[ZSC]

=2®(c) -1,

wobei ®(c) = \/% [ e**/2dx. Nachlesen in einer Tabelle der Standardnormalverteilung
ergibt 20(1.96) — 1 > 0.95. Somit erhalten wir mittels Wahl von ¢ = 1.96 nach obiger
Rechnung

1. 1.
PQ[T—ESmgTqL ﬁ] zﬁ.
vn Vvn o 100
Somit gilt schlieflich, dass
1. 1.
[=[T- 96 T 96]

VAN

nach Definition ein Konfidenzintervall fiir m mit Niveau 95% ist.

Was bedeutet dies genau?

Stellen wir uns n Messungen zu einer physikalischen Gréfse vor. Man mochte zum Bei-
spiel bei Raumtemperatur die Temperatur ermitteln, bei der Wasser anfangt zu kochen.
Die Eigenschaften des Thermometers legen nahe, dass jede Messung durch eine normal-
verteilte Zufallsvariable A'(m,1) modelliert werden kann, wobei m die Temperatur ist,
bei der das Wasser anféngt zu kochen. Man fiihrt einige Messung x; = 99.2, x5 = 98.7, -+
durch. Nach n = 100 aufeinanderfolgenden Versuchen berechnest man den empirischen
Durchschnitt 7i(z) = #=*= = 99.106. Das obige festgelegte Konfidenzintervall besagt,
dass unter der Voraussetzung eines korrekten stochastischen Modells der reale Wert m

mit 95%iger Wahrscheinlichkeit im obigen Intervall liegt

[99.106 — 0.196,99.106 + 0.196] = [98.910, 99.302].

Was sind die Knackpunkte?

Im obigen Beispiel ist die wichtigste Beobachtung, dass die Zufallsvariable Z =
Vn(T —m) fir jeden Wert des unbekannten Parameters immer normalverteilt ist. All-
gemein kann man Konfidenzintervalle fiir einen Parameter 6 versuchen zu erhalten, in
dem man zuerst einen Schéatzer T fiir # ermittelt. Anschliefsend versucht man eine Zufalls-

variable der Form Z = f(T, ) zu finden, deren Verteilung bestimmt werden kann und nicht
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von @ abhéngt. Dies ist im Allgemeinen einfacher, wenn die Zufallsvariablen Xi,..., X,
normalverteilt sind, da Operationen auf normalverteilten Zufallsvariablen gut nachvoll-
ziehbar sind. Zum Beispiel haben wir oben verwendet, dass die Summe von unabhéngigen
normalverteilter Zufallsvariablen ebenfalls normalverteilt ist. Im néchsten Abschnitt wer-
den wir neue Verteilungen einfiihren, welche sich aus Operationen mittels normalverteilten

Zufallsvariablen ergeben.

2.2 Verteilungsaussagen

In vielen Situationen ist es niitzlich oder notig, die Verteilung (unter Py, fiir jedes 6 € ©
oder fiir gewisse ) eines Schétzers zu kennen. Exakte allgemeine Aussagen gibt es dazu

nicht viele; fiir die Normalverteilung folgt das weiter unten in Satz [2.7]

Definition 2.3. Fine stetige Zufallsvariable X heisst x?- Verteilt mit m Freiheitsgra-
den falls thre Dichte gegeben ist durch

1 m

2

fx(y) = F(ﬂ)y

o3y fiiry > 0.

Wir schreiben dann X ~ x2,.

Dabei ist die sogenannte Gamma-Funktion fiir v > 0 definiert durch

['(v):= [oot”‘le‘tdt.
0
Es gilt I'(n) = (n—1)! fiir v=neN.

Bemerkung: Die x? Verteilung mit m Freiheitsgraden ist der Spezialfall einer Ga(a, \)-

Verteilung mit o = 3 und A = % Fiir m = 2 ergibt das eine Exponentialverteilung mit

Parameter %

Satz 2.4. Sind die Zufallsvariablen Xy,..., X, u.i.v. ~N(0,1), so ist die Summe Y :=
Yin Xi2 ~ X

Definition 2.5. FEine stetige Zufallsvariable X heisst t-verteilt mit m Freiheitsgraden

falls ihre Dichte gegeben ist durch

m+1

) ’ fir x e R.

Frla) = F(m2+1 (1 x2

)\

Wir schreiben dann X ~t,,.
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f(x)
0.3 1

0.25
02 |
0.15 |
0.1 |

0.05 t

Abbildung 2.1: Graphische Darstellung der Dichten von y2-Verteilungen mit Anzahl der

Freiheitsgrade (von oben nach unten) m = 1,3, 5, 10.
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Bemerkung: Fiir m = 1 ist das eine Cauchy-Verteilung, und fiir m — oo erhélt man asym-
ptotisch eine N (0, 1)-Verteilung. Wie die N'(0, 1)-Verteilung ist die ¢-Verteilung symme-
trisch um 0; sie ist aber langschwénziger (d.h. ihre Dichte geht langsamer gegen 0, wenn

das Argument gegen +oo geht), und zwar umso mehr, je kleiner m ist.

Satz 2.6. Sind X und Y unabhdngig mit X ~N(0,1) und Y ~ x2,, so ist der Quotient

t-verteilt mit m Fretheitsgraden.

Graphische Darstellung der Dichten von t-Verteilungen

mit Anzahl der Freiheitsgrade (von unten nach oben) m =1,3,5,10,100.

2.3 Normal mit 0 und m unbekannt

Fiir normalverteilte Stichproben hat man exakte Aussagen; wir werden das auch bei der

Diskussion von Tests spéter noch ausgiebig benutzen. Wir erinnern an die Notationen

¥ -1lvx o_ 1 Sy _x oy
X”_n;X“ S_n—l,;(XZ X,)
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fiir das Stichprobenmittel und die Stichprobenvarianz.
Satz 2.7. Seien X,..., X, i.i.d. ~N(u,0?). Dann X,, und S? sind unabhingig.

Beweis. Siehe |Rice, Abschnitt 6.3]. O

Beispiel (Strausseneier):

Die Australier Mr. Smith und Dr. Thurston streiten sich noch immer iiber das Gewicht
von Strausseneiern. Sie haben von ihrer Afrikareise n = 8 Eier mitgebracht, deren Gewichte
(in g) 1090, 1150, 1170, 1080, 1210, 1230, 1180, 1140 betragen. Diese Daten fassen sie
auf als Realisationen von Zufallsvariablen X, ..., X, die alle unter Py i.i.d. ~ N'(u,0?)
sind. Gesucht sind nun Konfidenzbereiche fiir die unbekannten Parameter p und o2. Im
Gegensatz zum (ersten) Beispiel im letzten Abschnitt wird hier o2 auch als unbekannt
angenommen.

Die offensichtlichen Schétzer fiir ; und o2 sind das Stichprobenmittel X, = % Y X
und die Stichprobenvarianz S? = = 3" (X; - X,,)2. Es liegt nahe, als Konfidenzbereich
jeweils ein Intervall um diese Schitzer herum anzusetzen, und wir machen das zuerst fiir p.

Machen wir den Ansatz
C(X1,.... Xn) =[Xp -, Xy ],
so wollen wir erreichen, dass gilt
1-a<Po[C(Xy,..., Xn) 3 0] =Py[[ X, =, Xy + -] 3 pu] = Py[| X, — g <]

Nach Satz [2.6) und Satz [2.7] ist fiir jedes 0 € ©

X, -
S\/n

t,_junter Py;

also wollen wir

X, -1 L ]
SiVn |~ SIvn]

Um ein moglichst kurzes Intervall zu erhalten, erfiillen wir diese Bedingung mit Gleich-

l—aSPQl

heit, und dann brauchen wir gerade

;=tn_ _a.
Slyn "
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Also erhalten wir als Konfidenzintervall fiir ;1 zum Niveau 1 - «

S
nll—f\/— 1_%\/5.

Die konkreten Realisierungen in unserem Beispiel fiir 1 -« = 99% sind

C(Xl,...,Xn): n -t X +tn1

En = 115625, S = 5290, t7’0.995 =3.499

und damit
C(x1,...,2,)=[1090.81,1221.69].

Wir sehen, dass sowohl 1100 als auch 1200 in diesem realisierten Intervall liegen. Auf-
grund der vorliegenden Daten sind also beide Behauptungen (diejenige von Dr. Thurston
und die von Mr. Smith) plausibel.

Um ein Konfidenzintervall fiir o2 zu konstruieren, benutzen wir die ebenfalls aus Satz

[to add] bekannte Tatsache, dass
1 o_ 1 g )2 0 o2
;(n -1)5% = = Y (Xi - X,)? ~ x3_junter Py.
i=1

Also ist, mit der Notation x2, . fiir das y-Quantil einer x?2,-Verteilung,

1 1)52 -1)52
l-a=Py|x? e <=(n-1)S*<x% |, Pgu Uzéu,
n-1,5 0_2 n-1,1- X XZ
n-1,1- n—l,%

und das Konfidenzintervall fiir 62 zum Niveau 1 - o wird

2 _1)Q2
(X0 X)) = [(n 1)S 7(nQ 1)S ]
Xo. Li-¢ Xp-1,g

Die konkreten Realisierungen in unserem Beispiel fiir 1 — a = 95% sind
und damit
C(xy,...,2,) =[1223.45,11'590.23].
Ubersetzt fiir o = Vo2 erhalten wir als realisiertes Konfidenzintervall [34.98,107.66]. o

Bemerkung: Im obigen Beispiel haben wir exakte Konfidenzintervalle erhalten, weil wir
geniigend genaue Verteilungsaussagen zur Verfiigung haben. In allgemeinen Situationen
kann man oft nur approximative Konfidenzintervalle mit Hilfe des zentralen Grenzwert-

satzes bekommen; siche Abschnitt
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2.4 Approximative Konfidenzintervalle

Einen allgemeinen approximativen Zugang liefert der zentrale Grenzwertsatz. Oft ist
ein Schétzer T eine Funktion einer Summe Y ", Y;, wobei die Y; im Modell Py i.i.d. sind;
das einfachste Beispiel ist T=Y, = % Y1 Y. Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist dann
fiir grosse n

n
Z Y, approximativ normalverteilt unter Py
i=1

mit Parametern p = nlEg[Y;] und 02 = nVary[Y;]. Das kann man benutzen, um fiir die Ver-
teilung von T approximative Aussagen zu bekommen und damit gewisse Fragen zumindest
approximativ zu beantworten.
Beispiel (tea tasting lady): Nehmen wir nochmals an, dass die Lady in n = 10 Versu-
chen insgesamt 6 Tassenpaare richtig klassifiziert hat. Wie konnen wir dann einen Konfi-
denzbereich fiir ihre Erfolgswahrscheinlichkeit bekommen?

Allgemein ist in jedem Modell Py die Anzahl S,, der Erfolge Bin(n, 6)-verteilt, und wir
suchen einen Konfidenzbereich fiir den unbekannten Parameter §. Wir wollen den zentra-

len Grenzwertsatz benutzen, um einen approximativen Konfidenzbereich zu bekommen.

Nach dem ZGS ist

Sn -nb Approx

Sri=———— "% N(0,1)unter Py.
V/nl(1-0)
Also gilt
Pel M < Zl—a] = ]PQHST)” < Zl_g] ~ 1 —Q,
Vno(1-0) ’ ’

und wir kénnen versuchen, diese Ungleichung nach 6 aufzulésen. Wir wollen also

S, —nl| < z_e\/nb(1 -6 oder S, —nB)? <22 .nb(1-0),
2 1 2

aber das wird eher kompliziert. (Man kann die Ungleichung durch eine Gleichung ersetzen
und die resultierende quadratische Gleichung fiir 6 16sen; das ergibt mit der Abkiirzung

z = z1-¢ die zwei Lésungen

25, +2224/(28, +22)2-482(1+ £
9:!:: \/( 2) ( n)
2n(1+ %)

Y

und das resultierende approximative Konfidenzintervall ist dann [6_, 0, ].)

Alternativ kann man wie folgt vorgehen:
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Methode 1: Wir gehen davon aus, dass (1-6) ~ 1 ist und setzen das ein. Dann wollen

n
IS, — nb| < 21—3\/£>

und das approximative Konfidenzintervall fiir 6 ergibt sich als

wir also

5, - i, .k
NN
Methode 2: Wir benutzen den ZGS, um zuerst

§n Apgrox./\/,(e, 0(1 —9))
n

zu erhalten. Im approximativen Konfidenzintervall fiir 6 mit Grenzen

izl_,\/\/arg \/ (1-0)

ersetzen wir dann 6 durch seinen Schétzer S,, und erhalten so das “doppelt approximative”

[En _ %‘f\/gnu 50,5, + %‘f\/?nu _§n>].

Fir 1 - a =95% ist z1-g = 1.96. Fiir n =10 und s,, = 6 ergeben sich dann als Schatz-
wert fiir 6 der Wert 0.6 und die realisierten Intervalle [0.290,0.910] mit Methode 1 und
[0.296,0.904] mit Methode 2. (Mit dem Losen der quadratischen Gleichung erhélt man

das realisierte Intervall [0.3127,0.8318].) Das zeigt zum einen, dass man mit so wenigen

Konfidenzintervall

Daten (nicht iiberraschend) keine prézisen Aussagen erwarten kann, und zum anderen
auch, dass die zusétzlichen Approximationen hier doch deutliche Abweichungen liefern.
Hétte man stattdessen n = 100 Versuche mit s, = 60 Erfolgen, so wére der Schétz-
wert fiir 6 unverdandert 0.6. Die realisierten approximativen Konfidenzintervalle sind
aber wesentlich enger — wir erhalten [0.502,0.698] mit Methode 1 und [0.504,0.696]
mit Methode 2. (Das Losen der quadratischen Gleichung liefert das realisierte Intervall
[0.502,0.691].) Hier ergeben also alle drei Ansétze sehr dhnliche Resultate.



Kapitel 3

Tests

Ziel: Uberblick iiber grundlegende Ideen und Methoden sowie einige Beispiele zum Tes-

ten von Hypothesen.

3.1 Null- und Alternativhypothese

Ausgangspunkt ist wie im letzten Abschnitt eine Stichprobe Xi,..., X,,. Wir betrachten
wieder eine Familie von Wahrscheinlichkeiten Py mit 6 € O, die unsere moglichen Mo-
delle beschreiben. Wie bisher kann # ein- oder mehrdimensional sein. Wir haben schon
eine Vermutung, wo in © der richtige (aber unbekannte) Parameter 6 liegen konnte, und
wollen diese mit Hilfe der Daten tiberpriifen (“testen”). Das Grundproblem ist also, eine
Entscheidung zwischen zwei konkurrierenden Modellklassen zu treffen — der Nullhypo-
these Oy ¢ © und der Alternativhypothese ©, ¢ O, wobei ©g N O, = & ist. Meist

schreibt man das als

Nullhypothese Hy : 6 € O,
Alternativhypothese H4 : 0 € © 4.

Ist keine explizite Alternative spezifiziert, so hat man © 4 = 5 = ©\Oy. Null- und/oder Al-
ternativhypothese heissen einfach, falls © bzw. © 4 aus einem einzelnen Wert, 6y bzw. 6 4,
bestehen, also z.B. Oy = {0y} ist; sonst heissen sie zusammengesetzt. Expliziter formu-

liert ist also die Nullhypothese

Hy : “der wahre (aber unbekannte) Parameter 6 liegt in der Menge 6"

23
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und die Alternativhypothese
H 4 :“der wahre Parameter liegt in © 4.

Beispiel: Tea testing lady. Eine englische Lady behauptet, bei Tee mit Milch anhand des
Geschmacks unterscheiden zu kénnen, ob zuerst die Milch oder zuerst der Tee in die Tasse
eingegossen worden ist. Wie kann man {iberpriifen, ob das stimmen kann?

Wie im letzten Abschnitt stellen wir der Lady an n Tagen die Aufgabe, zwei Tassen
(je eine vom Typ 1 und Typ 2) zu klassifizieren; sie soll also angeben, in welche der Tassen
zuerst Milch eingegossen worden ist. Wir notieren die Ergebnisse 1, ..., z, € {0, 1} (falsch
bzw. richtig klassifiziert) und fassen wie {iblich diese Daten als Realisationen von Zufalls-
variable n Xi,...,X,, auf. Dann ist S, = Y-, X; die Anzahl der korrekt klassifizierten
Tassenpaare.

Als Modelle nehmen wir wieder an, dass die X; unter Py i.i.d. ~ Ber(f) mit § € © = [0, 1]
sind. Dann ist natiirlich .S,, ~ Binomial(n,#) unter Py, d.h. im Modell Py, das zu 0 gehért,
ist die Anzahl S, der Erfolge binomialverteilt mit Parametern n und 6.

Als Skeptiker zweifeln wir an den Féhigkeiten der Lady; wir wéhlen deshalb als (ein-
fache) Nullhypothese Hy: 6 =1, d.h. ©y = {3} (“zufilliges Raten — das kann jeder”). Die
(zusammengesetzte) Alternativhypothese, dass die Lady besondere Fahigkeiten hat, ist
dann

1 1
Hy:0>— dh. ={=,1].
A >27 @A (27 ]

Um weiterzukommen, miissen wir nun die Entscheidungsfindung anhand der Daten for-

malisieren. Auf das Beispiel selbst kommen wir spéter zuriick. o

3.2 Test und Entscheidung

Definition 3.1. Ein Test ist ein Paar (T, K), wobei
o T eine Zufallsvariable der Form T =t(Xq,...,X,) ist, und
e K cR eine (deterministische) Teilmenge von R ist.

Die Zufallsvariable T =t(X1, ..., X,,) heisst dann Teststatistik, und K heisst kriti-

schen Bereich oder Verwerfungsbereich.
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Gegeben seien n Beobachtungen z; = X (w),...,z, = X, (w). Ein statistischer Test er-
moglicht uns eine systematische Annahme oder Ablehnung der Nullhyphothese Hy. Dabei
berechnen wir zuerst die Teststatistik T'(w) = t(X;(w),..., X, (w)) und gehen dann wie
folgt vor

Entscheidungsregel:

e die Hypothese Hy wird verworfen, falls T'(w) € K,

e die Hypothese H, wird nicht verworfen bzw. angenommen , falls T'(w) ¢ K.

Beachte: Die Entscheidung des Tests hangt via T'(w) von der Realisierung w ab. Weil
T eine Zufallsvariable ist, ist die Menge {T" € K} ein Ereignis, und wir kénnen ihre
Wahrscheinlichkeit Py[T € K] in jedem Modell Py betrachten.

Die Entscheidung bei einem Test kann auf zwei verschiedene Arten falsch herauskom-

men:

1) Bei einem Fehler 1. Art wird die Nullhypothese zu Unrecht verworfen, d.h. obwohl
sie richtig ist. Das passiert fiir € ©g und T € K; deshalb heisst Py[T" € K] fiir 6 € ©
die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art.

2) Bei einem Fehler 2. Art wird die Nullhypothese zu Unrecht nicht verworfen,
d.h. man akzeptiert die Nullhypothese (verwirft sie nicht), obwohl sie falsch ist.
Das passiert fiir § € ©4 und 7' ¢ K, und deshalb heisst Pp[T ¢ K] =1-Py[T € K]
fir 0 € © 4 die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art.

Beispiel: tea testing lady.

Ein Fehler 1. Art besteht hier darin, die Nullhypothese des zufélligen Ratens abzulehnen,
obwohl sie richtig ist. Anders gesagt glaubt man hier bei einem Fehler 1. Art an verborgene
Féhigkeiten der Lady, obwohl ihre Ergebnisse durch zufélliges Raten entstehen (kénnten).
Bei einem Fehler 2. Art dagegen glaubt man nicht an die Fahigkeiten der Lady, obwohl

diese durchaus vorhanden sind. o

3.3 Signifikanzniveau und Macht

Bei der Auswahl eines geeigneten Tests ist insbesondere die Minimierung von Fehlern
1. Art entscheidend. Ein Fehler 1. Art tritt ein, falls wir Hy ablehnen (aufgrund von
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Py[T € K1), obwohl Hy erfiillt ist.
Wir wiirden somit gerne Tests benutzen, welche eine geringe Chance auf einen Fehler

1. Art aufweisen. Hierfiir definieren wir das Signifikanzniveau eines Test.

Definition 3.2. Sei a € (0,1). Fin Test (T, K) besitzt Signifikanzniveau «, falls

V0O, Po[TeK]<a.

Als zweites Ziel wollen wir zudem Fehler 2. Art vermeiden. Dies fithrt direkt zur

Definition der Macht.

Definition 3.3. Die Macht cines Tests (T, K) wird definiert als folgende Funktion

/8Z@A—>[071]7 996(0) ::]P)G[TGKL

Unser erstes Ziel ist wie gesagt die Minimierung Fehler 1. Art. Hierfiir fixieren wir
einen Parameter «, und designen einen Test zum Signifikanzniveau «.

Als zweites Ziel wollen wir einen Fehler 2. Art vermeiden. Nachdem wir einen Test mit
Signifikanzniveau o gefunden haben, suchen wir nach dem Test mit der grossten Macht.
Aquivalent formuliert: Minimiere die Grosse 1 — 3(0) = Py[T ¢ K] fiir 0 € Oy, also die
Wahrscheinlchkeit fiir einen Fehler 2. Art.

Das obige asymmetrische Vorgehen macht es schwieriger, die Nullhypothese zu ver-
werfen als sie beizubehalten. Ein serioser Test wird deshalb als Nullhypothese immer die
Negation der eigentlich gewiinschten Aussage benutzen. Gelingt es dann némlich, das
trotz der erschwerten Bedingungen zu verwerfen, so kann man viel eher zuversichtlich
sein, tatséchlich einen Effekt gefunden zu haben.

Aus der asymmetrischen Behandlung von Hy und H 4 folgt auch, dass die Entscheidung
bei einem Test davon abhéngt, was man als Nullhypothese und was als Alternativhypo-
these wahlt. Es kann also passieren, dass die gleiche inhaltliche Frage zu unterschiedlichen
Entscheidungen fithrt, wenn man bei ihrem Test Nullhypothese und Alternativhypothese

vertauscht. Wir werden das spater mit einem Beispiel explizit illustrieren.

Wichtig: Die Entscheidung bei einem Test ist nie ein Beweis, sondern immer nur ei-
ne Interpretation der Ubereinstimmung zwischen Daten und vermutetem Modell. Ist
T(w) € K, so wird man die Nullhypothese ablehnen und wegen der Daten nicht mehr

glauben, dass 6 € O ist. Das kann (muss aber nicht) zur Konsequenz haben, dass man
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eher glaubt, dass 0 € © 4 ist, so dass man die Alternativhypothese fiir plausibler hélt. Ist
T(w) ¢ K, so wird man die Nullhypothese nicht verwerfen und sich im Glauben bestérkt
fithlen, dass 0 € O ist. Wo aber 6 tatsachlich liegt, weiss man genauso wenig wie

vorher — ein Test liefert keinen Beweis!

Beispiel: tea testing lady.
Unter Py sind die Zufallsvariablen X, ..., X, wieder i.i.d. ~ Ber() sowie S, = ¥, X; ~
Bin(n, ). Hypothese und Alternative sind hier Hy:6 =3 und H4: 6> 1.

Weil man fiir 6 > % eher Einsen bei den X, erwartet als fiir 0 = %, deuten viele Einsen
bzw. ein grosser Wert von S,, eher auf H,4 als Hy hin. Ein plausibler Test kénnte also die
Teststatistik 7" = S, und einen kritischen Bereich der Form K = (¢, c0) nehmen, d.h. man
verwirft die Nullhypothese (des zufilligen Ratens), wenn die Lady viele Erfolge erzielt.

Als Nullhypothese haben wir hier 6 = %, d.h. “keine besonderen Fahigkeiten”; wir
mochten zwar an diese Féahigkeiten eigentlich gerne glauben, aber natiirlich nur, wenn
sie wirklich von den Daten iiberzeugend gestiitzt werden. Wie oben erklért machen wir
es der Lady also bewusst schwer, um bei einem positiven Ergebnis zuversichtlich an ihre
Féhigkeiten glauben zu kénnen.

Um den kritischen Wert ¢ zu einem Signifikanzniveau « zu bestimmen, brauchen wir
die Wahrscheinlichkeiten Py[T € K] = Py[S,, > ¢] fiir 6 = £; fiir die Machtfunktion brauchen
wir auch 8(0) =Pg[T € K] =Py[S, > ] fiir 6 > 3.

Allgemein formuliert bedeutet das, dass wir die Verteilung der Teststatistik 7" unter
jedem Py (d.h. in jedem Modell) brauchen, um solche Wahrscheinlichkeiten ausrechnen
zu kénnen. Das ist in der Regel nicht moglich; um aber zumindest das Signifikanzniveau
einhalten zu konnen, brauchen wir wenigstens die Verteilung von 7" unter der Nullhypo-
these Hy, d.h. in jedem Modell Py mit 6 € ©y) — und wenn wir diese Verteilung nicht exakt
kennen, so brauchen wir sie mindestens approximativ.

Sei nun n = 10, d.h. wir lassen die Lady 10 Tage lang probieren. Die folgende Tabelle
gibt dann die Binomial-Wahrscheinlichkeiten Py[ Sy > k] fiir verschiedene 6 und k.
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0 | k=7 | k=8 | k=9 | k=10

0.7 | 0.3828 | 0.1493 | 0.0282 0

0.6 | 0.1673 | 0.0464 | 0.0060 0

0.5 | 0.0547 | 0.0107 | 0.0010 0

Damit wir ein Signifikanzniveau von a erhalten, muss P [S10 > ¢] < a sein. Wéhlen
wir ¢ = 7, so ist das Niveau a = 0.0547, also rund 5%. Auf diesem Niveau sind wir also
bereit, bei 8 oder mehr Erfolgen der Lady unsere skeptische Nullhypothese zu verwerfen
und an ihre Fahigkeiten zu glauben.

Die Macht des Tests erhalten wir auch aus der Tabelle; z.B. ist fiir das gewéhlte ¢ =7
£(0.6) =Py [S10 > 7] = 0.1673
oder £(0.7) = 0.3828. Wir sehen also, dass
1-58(0)=1-Py[S10> 7] =Py[S10 < 7]

fiir 6 € © 4 recht gross wird; der Test hat eine betrachtliche Wahrscheinlichkeit fiir einen
Fehler 2. Art, d.h. fiir einen Unglauben an tatséchlich vorhandene Fahigkeiten. Das ist
die Kehrseite unseres allgemeinen skeptischen Ansatzes; bei nur schwachen Indikationen
(p grosser als %, aber nicht sehr viel grosser) kann es durchaus vorkommen, dass wir diese

Fahigkeiten zu Unrecht nicht bemerken. o

Bemerkung 3.4. Weil die Teststatistik T im obigen Beispiel diskret ist, kann ein vor-
gegebenes Niveau o in der Regel nicht genau eingehalten werden, d.h. es ist unmaglich,
einen kritischen Bereich K mit Py, [T € K] = a zu finden. (Falls ©¢ aus mehr als nur
einem einzelnen 0y besteht, so ist das sowieso schwiertg; im diskreten Fall ist das aber
sogar schon fir eine einfache Nullhypothese ©¢ = {6y} ein Problem.) FEinen Ausweg
bietet ein sogenannter randomisierter Test. Man wdhit dazu v € [0,1] so, dass gilt
YPo [T > ]+ (1 =) Py, [T > c+1] = a und entscheidet dann wie folgt: Ist T > ¢, so verwirft
man Hy mit Wahrscheinlichkeit v, d.h. Hy wird abgelehnt, falls erstens T > ¢ ¢ilt und
zweitens eine unabhdngige U(0, 1)-verteilte Zufallsvariable einen Wert <~ realisiert.
Im obigen Beispiel wiirde man so das exakte Niveau o = 5% mit ¢ =T und

a—Py [T >c+1]

= =0.893
PQO[T> C] —PQD[T>C+ 1]

v
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erreichen.

Im obigen Beispiel haben wir die Wahl der Teststatistik 7" = .S,, und des kritischen
Bereichs K = (¢, 00) mit Plausibilitdtsargumenten motiviert. Wir wollen nun kurz einen
systematischen Ansatz erkldaren, der in vielen Situationen zu einem optimalen Test fiihrt.

Die Idee dazu geht auf Neyman und Pearson zuriick, un wird in néchste Sektion beschreibt.

3.4 Konstruktion von Tests

Seien 0y + 04 zwei fixierte Zahlen. In diesem Abschnitt nehmen wir stets an, dass sowohl

die Nullhypothese als auch die Alternativhyphothese von der einfachen Form

Hy: 0 =0y,
Hy:0=04,
ist. Ferner nehmen wir an, dass die Zufallsvariablen X1, ..., X,, entweder diskret, oder ge-

meinsam stetig unter Py, und unter Py, sind. Somit ist nach Annahme auch die Likelihood-

Funktion L(xy,...,2,;0) fir 6 =6, und 0 = 04 wohldefiniert (Siche Definition

Definition 3.5. Fir jedes x1,...,x,, definieren wir den Likelihood-Quotienten
durch ( 6.)
L(xy,..., 20504
R ey Ty) i= .
(@1, n) L(xy,...,2,;00)
Als Konvention setzten wir R(x1,...,x,) = +0o, falls L(x1,...,2,;600) = 0.

Intuitiv gibt es nun direkt mehrere Aussagen. Fiir einen grossen Quotienten, ist der
Zahler wesentlich grosser als der Nenner. Anschaulich bedeutet dies, dass die Beobachtun-
gen x1,...,x, als Resultate im Modell Py, deutlich wahrscheinlicher sind als im Modell
IPy,. Die Daten widersprechen 6, im Vergleich zu 6 4. Es liegt deshalb nahe, als Teststatistik
T := R(Xy,...,X,) und als kritischen Bereich K := (¢, 00) zu wéhlen, wenn man 6, gegen
0 4 testen will. Schlieflich wird gerade die Hypothese H, verworfen, falls der Quotient R

gross ist.

Definition 3.6. Seic > 0. Der Likelihood- Quotienten-Test mit Parameter c ist
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ein Test (T, K), wobei Teststatistik und Verwerfungsbereich gegeben sind durch

T=R(Xy,...,X,) und K =(c 00].

Der Likelihood-Quotienten-Test ist dann im folgenden Sinn optimal: Jeder andere
Test mit kleiner Signifikanzniveau hat auch kleinere Macht bzw. eine grossere Wahrschein-
lichkeit fiir einen Fehler 2. Art.

Theorem 3.7 (Neyman—Pearson-Lemma). Sei ¢ > 0. Sei (T,K) ein Likelihood-
Quotienten-Test mit Parameter ¢ und Signifikanzniveau o* == P [T > ] . Ist (T, K')

ein anderer Test mit Signifikanzniveau o < o, so gilt

]PQA[TIEK,] SP@A[TEK].

Beweis. Siche [Krengel, Satz 6.2].

Die obige Situation mit einfacher Hypothese und Alternative ist so speziell, dass sie
in der Praxis kaum je auftritt. Die Grundidee fiir den Test lasst sich aber verallgemeinern
und liefert in gewissen (weniger restriktiven) Situationen immer noch gute oder optimale
Tests, so dass man das Vorgehen mit gutem Gewissen als einen systematischen Ansatz
empfehlen kann. Wie wir in Beispielen sehen werden, sind die resultierenden Tests oft
auch intuitiv sehr einleuchtend.

Etwas genauer betrachtet man bei zusammengesetzten Hypothesen und Alternativen

den sogenannten verallgemeinerten Likelihood-Quotienten

R(x1,...,2,) = SUPge , L(71, ..., Tn;0)
) ) SUpOe@O L(l'l,...,]jn;g)
oder auch
R(I‘l T ) o Supee@AUG)O L(wl,’l‘nje)
yeey Tn SUPgeo, L(T1, - .-, Tn; 0)

und wahlt als Teststatistik Ty := R(Xy,...,X,) baw. T := R(Xy,...,X,) mit kritischem
Bereich K := (¢p,00). Durch Umformen erhédlt man daraus oft einen dquivalenten, aber
einfacheren Test (7', K') von einer leicht anderen Form; siche Beispiele. Die Konstante cg
bzw. den Bereich K muss man dabei noch so wéhlen, dass der Test ein in der Regel a

priori gewahltes Signifikanzniveau einhélt.

Beispiel: tea tasting lady.
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Im Modell Py sind Xq,...,X, i.i.d. ~ Be(#); die Gewichtsfunktion eines X; unter Py
ist also px(z;;60) = 6% (1 —-0)'=%, und damit wird die Likelihood-Funktion

L(xy1,...,2,;0) = HPX(%; 0) = 61 %i (1 — ) Zina i

i=1
Der Likelihood-Quotient ist also

L(x1,...,2,;04)
L($1, s 7-1'71300)

B 04 Y T 1-04 n-yi,

_(%) (1—90)

(041 =00)\ET T (1= 04\
_(00(1—0A)) (1—90) '

Nun ist ja 0y = % und 64 > %, also 6y < 0,4. Damit ist

R($1,~--7$n;90,9,4) =

04(1-0y) 04—004
= >1,
Oo(1-64) 6y—06p04

und damit ist R(z1,...,%,;0,04) genau dann gross, wenn der Exponent I, x; gross ist.

Statt des komplizierten Quotienten wahlen wir als Teststatistik also

T:: zn:Xz = Sn,

i=1

und der kritische Bereich “Quotient gross” hat die dquivalente Form “Summe (= Exponent)
gross”; also
K = (¢,00).

Also liefert hier der Neyman—Pearson-Ansatz genau das Testverfahren, das wir oben

schon aufgrund von Plausibilitdtsargumenten benutzt haben. o

Beispiel: Seien X7,..., X, unter Py i.i.d. ~ N(u,0?) mit bekannter Varianz o?; der
unbekannte Parameter ist hier also # = ;1 € R. Die Dichtefunktion von X ist

1 (:Ei—Q)Q)’

fx(z::0) = Omexp(— 572

die Likelihood-Funktion ist

L(xy,...,x,;0) = 12[ fx(zi;0) = (2n0%) 2 exp( - %‘2 Zn:(ml - 0)2),
i=1

i=1
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und der Likelihood-Quotient wird

L(xy,...,2,;04)
L(xy,...,2,;00)

o - (-0~ S-))

= const.(0, 6y, 0.4) exp (%(QA -6p) sz)
i=1

R(xh ceey T 907 QA) =

Betrachten wir nun die Hypothese Hy : 6 = 6y und die Alternative H4 : 6 = 64. Der
obige Quotient wird tendenziell gross, falls der Exponent (04 —60y) >, x; gross ist. Was
das fiir };"; x; bedeutet, hingt vom Vorzeichen von 64 — 6y ab. In jedem Fall wiahlen wir

als Teststatistik

Ist 64 > 6y, so ist 4 -6y > 0, und der Exponent wird dann gross, wenn 7" gross ist; hier
wiahlen wir den kritischen Bereich also von der Form K := (¢, 00), d.h. wir lehnen Hy
ab, wenn 7" gross ist.

Ist 04 < 6, so ist 64 — Oy < 0 und der Exponent gross fiir 7" klein (d.h. negativ). Hier
ist also der kritische Bereich von der Form K’ := (-0, c).

In beiden Féallen miissen wir den kritischen Bereich, d.h. hier konkret die Konstanten
cl bzw. c., noch so festlegen, dass der Test ein gewéhltes Signifikanzniveau « einhélt. Wir
wollen also Py, [T’ € K'] < « erreichen, und um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen,
brauchen wir die Verteilung der Teststatistik 7" unter Py,, d.h. unter der Hypothese Hj.

Im vorliegenden Fall ist das einfach. Unter jedem Py sind die X; i.i.d. ~ N (6,0?); also

ist die Summe
n

T' =) X; ~N(nb,no*) unter Py.
i-1

Aquivalent ist o
X, -0
NG
und wir kénnen T statt 7" als Teststatistik benutzen.
Man beachte, dass T im Modell Py mit 6 € ©g, d.h. mit 6 = 6y, also unter der Hypo-

these Hy, tatsichlich berechenbar ist: die Varianz o? ist nach Annahme bekannt, und der

T

~N(0,1) unter Py,

zu testende Erwartungswert 6 ist natiirlich auch bekannt. (Dasselbe gilt auch fiir 77; die

Verteilung von 7" unter der Nullhypothese Hj ist aber einfacher als diejenige von 77.) o
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Das obige Beispiel zeigt den letzten Schritt, den wir allgemein noch machen miissen.
Um den kritischen Bereich K passend zum gewiinschten Niveau « festlegen zu konnen,
brauchen wir die Verteilung der Teststatistik 7" unter der Hypothese Hj, d.h. in jedem
Modell Py mit 0 € ©. Falls wir diese Verteilung(en) nicht exakt kennen, so ist es wichtig,

zumindest eine gute Approximation zu haben.

3.5 Beispiele

In diesem Abschnitt illustrieren wir die obigen Uberlegungen durch einige Beispiele. Dabei
verzichten wir weitgehend auf Herleitungen und présentieren nur die Ergebnisse mehr oder

weniger in der Form von “Kochrezepten”.

Beispiel: Normalverteilung, Test fiir Erwartungswert bei bekannter Varianz:
Dieser Test ist unter dem Namen z-Test bekannt. Hier sind X7, ..., X, i.i.d. ~ N(6,0?)
unter Py mit bekannter Varianz o2, und wir wollen die Hypothese Hy : 6 = 6, testen.
Mégliche Alternativen Hy sind 6 > 6y oder 6 < 6, (einseitig), oder 0 # 6, (zweiseitig).
Welche der Alternativen sinnvoll ist, hdngt von der konkreten Fragestellung ab.
Die Teststatistik hier ist in jedem Fall (siehe letztes Beispiel im Abschnitt
o Kby
ofvn

Der kritische Bereich K ist von der Form (c.,00) fiir den einseitigen Test gegen die

~N(0,1)unter Py,.

Alternative Hy : 0 > 6y, bzw. (=00, c.), baw. (—oo,—c;z) U (cg, +00). Im zweiseitigen Fall
verwirft man Hj also zugunsten der Alternative Hy : 0 # 6y, falls |T'| > ¢y ist.
Die Konstanten c,, c., c; bestimmt man zum gewéhlten Niveau mit Hilfe der Verteilung

von 1" unter Py,. Zum Beispiel liefert die Bedingung
a=Py[TeK. =Py [T>c]=1-Py[T<c:]=1-P(cs),

dass ¢, = ®71(1 - «) =: 21, das sogenannte (1 — «)-Quantil der N'(0,1)-Verteilung sein

muss; fiir 0 > 0y verwirft man also Hy, falls

— o
X, >0+ 20—
o+ 21 NG

ist. Analog ist c. = 2, = —21_o und c; = 21-g, wobei wir die Symmetrie der N (0,1)-

Verteilung ausnutzen; es gilt ndmlich

a =Py [T < cc] =Py [T > —c]fiir —cc =214
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und
a =P [T € K] =Pg,[T < —c4] + Py, [T > c] = D(—cp) + 1 - D(cy) =2(1 - P(cy)).

Die bendétigten Quantile findet man in einer Tabelle fiir die Standard-Normalverteilung;
dort ist die Funktion z —» ®(z) tabelliert, so dass man in der Tabelle bei den Ergebnissen
den Wert 1 -« suchen und dann zuriick zu ®'(1-«) = 2;_, gehen kann. Alternativ findet
man Quantile der Standard-Normalverteilung oft auch in Tabellen der ¢-Verteilung fiir

Anzahl der Freiheitsgrade n = oco.

Beispiel: Strausseneier

Die Australier Mr. Smith und Dr. Thurston streiten sich {iber das Durchschnittsge-
wicht von Strausseneiern. Beide sind damit einverstanden, das Gewicht approximativ
als normalverteilt aufzufassen; Mr. Smith behauptet aber, das mittlere Gewicht sei 1100g,
wahrend Dr. Thurston darauf besteht, dass die Eier schwerer seien, und zwar im Schnitt
1200g. Um ihren Streit beilegen zu kénnen, reisen die beiden nach Afrika, um in der Sa-
vanne Strausseneier zu suchen. Weil diese aber meistens gut versteckt sind, finden sie nur
acht, und zwar mit folgenden Gewichten (in g): 1090, 1150, 1170, 1080, 1210, 1230, 1180,
1140.

Dr. Thurston schlédgt nun vor, Mr. Smiths Behauptung als Hypothese p = o = 1100
gegen seine Alternative p > 1100 (oder auch p =1200) auf dem 5%-Niveau zu testen. Die
Varianz o2 ist beiden bekannt; sie betrégt (in g) o = 55. Also berechnet Dr. Thurston

7

1
To=— Y ;= 1156.25

n iz
und sucht in der Tabelle z1_, = 2995 = 1.645. Damit ist
T — Mo 1156.25 - 1100
=V8
NG ok 55

Wegen Ty, (w) > 29,95 wird also die Hypothese p = 1100 auf dem 5%-Niveau verworfen.

Trn(w) = = 2.89.

Mr. Smith kommt sich bei diesem Vorgehen benachteiligt vor und macht deshalb den
Gegenvorschlag, doch besser Dr. Thurstons Behauptung als Hypothese p = py = 1200
gegen seine Alternative p < 1200 (oder auch p = 1100) zu testen. Er berechnet deshalb

Tp— 11 1156.25 - 1200
Tom(w) = =V8
(@) =~ VB 55

Wegen z, = 20,05 = —20.95 = —1.645 ist Tsm(w) < 20.05; also wird auch die Hypothese p = 1200

=-2.25.

auf dem 5%-Niveau verworfen.
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Dieses Beispiel illustriert sehr schon die Bedeutung der Wahl von Hypothese und
Alternative und auch ihre asymmetrische Behandlung. Mit dem ersten Test wiirde man
Dr. Thurston Recht geben, mit dem zweiten hingegen Mr. Smith — und das bei vollig

identischen Daten. o

Beispiel: Normalverteilung, Test fiir Erwartungswert bei unbekannter Varianz:
Dieser Test ist unter dem Namen ¢-Test bekannt. Hier sind X7, ..., X, i.i.d. ~ N (u,0?)
unter P, wobei 9 = (i, 0?) und insbesondere die Varianz o? unbekannt ist. Wir wollen
wieder die Hypothese = pg testen.

Genaugenommen ist das eine zusammengesetzte Hypothese, weil der Parameter b aus

den zwei Komponenten p und o2 besteht. Explizit wére also

O = {1} x (0,00) = {7 = (1,0%) : j1= po}.

Die Teststatistik ist hier

Yn — o
Slv/n

wir ersetzen also die unbekannte Varianz durch den Schatzer

T:= ~ t,-qunter Py, ;

1 & —
§% = 1 Y(Xi - X,)?
=1

fiir 02 und nutzen die Verteilungsaussagen aus Satz 77 aus.

Der kritische Bereich hat (je nach Alternative) eine der drei Formen aus dem letz-
ten Beispiel; die kritischen Werte hier sind ¢, = t,,-11-0, bZW. cc = th14 = ~th-11-a,
bzw. ¢4 = tn-1,1-2. Hier bezeichnen wir mit t,,, das sogenannte y-Quantil einer t,,-Ver-
teilung, d.h. denjenigen Wert t,, ., fiir den gilt P[X < t,,,] = v fir X ¢-verteilt mit m
Freiheitsgraden, d.h. X ~t,,. Diese Werte findet man in Tabellen. o

Beispiel: Strausseneier

Mr. Smith und Dr. Thurston fragen sich, ob sie bei ihrem ersten Versuch vielleicht eine
falsche Information iiber die Varianz von Strausseneiern benutzt haben. Sie beschliessen
deshalb, ihre Tests nochmals ohne die Annahme einer bekannten Varianz durchzufiihren,
und kommen damit zu einem ¢-Test.

Dr. Thurston beharrt immer noch darauf, die Hypothese p = 1100 gegen die Alternative
> 1100 auf dem 5%-Niveau zu testen. Weil die Varianz o2 nun aber unbekannt ist,

berechnet er

1 n
s? = Ll(_ r? - (EH)Q) =2798.21, also s =52.90; t7.0.95 = 1.895.
n- -1

g
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Damit erhalt er als Wert fir die Teststatistik

. T — fio 1156.25 — 1100
Trn(w) = NG
mw) =~ VB %

Wegen TTh(w) > t7095 wird also die Hypothese p = 1100 auf dem 5%-Niveau wieder

= 3.008.

verworfen.

Nicht {iberraschend ist Mr. Smith mit diesem Vorgehen immer noch nicht einverstan-
den und will lieber Dr. Thurstons Behauptung als Hypothese p = ;3 = 1200 gegen seine
Alternative p < 1200 (oder auch g = 1100) testen. Er berechnet deshalb

) T — 1 1156.25 - 1200
T (w) = Ve
sm(w) = < VB =5

Wegen -1 0 = t70.05 = —t7,0.95 = —1.895 ist Tgy,(w) < —t7,0.95; also wird auch die Hypothese

=-2.339.

p = 1200 auf dem 5%-Niveau verworfen — und damit sind die beiden wieder gleich weit
wie vorher. o

Die obigen zwei Tests heissen auch Einstichproben-Tests, weil man nur Daten aus
einer Stichprobe hat. Bei Zweistichproben-Tests geht man aus von Zufallsvariable n
Xq,..., X, und Yy,...,Y,,, die unter Py alle unabhangig sind; zudem sind die X; und

die Y unter Py jeweils fiir sich betrachtet i.i.d.

Beispiel: Gepaarter Zweistichproben-Test bei Normalverteilung: Hier sind X3,..., X,
Lid. ~ N(px,0?) und Yi,...,Y, iid. ~ N(uy,o0?) unter Py; insbesondere ist m = n und
die Varianz o2 bei beiden Stichproben dieselbe. Eine solche Situation tritt auf, wenn
z.B. eine Gruppe von Personen zwei verschiedene Dinge ausprobiert, so dass man eine
natiirliche Paarbildung zwischen den X; und Y; hat.

In dieser Situation kann man Tests iiber den Vergleich von px und py auf den Fall
nur einer Stichprobe zurtickfiithren; die Differenzen Z; := X; — Y, sind namlich unter Py
Lid. ~ N (ux — py,20?). Damit kann man die bisherigen Tests in leicht angepasster Form
benutzen, sowohl fiir bekannte wie fiir unbekannte Varianz o2. Die resultierenden Tests
heissen dann nicht iiberraschend gepaarter Zweistichproben-z-Test (bei bekanntem

0?) bzw. gepaarter Zweistichproben-t-Test (bei unbekanntem o?). 3

Bemerkung 3.8. Wir haben oben angenommen, dass X; und Y; unabhdingig sind. Allge-
meiner kann man annehmen, dass die Paare (X;,Y;), i = 1,...,n, unter Py unabhdngig
sind mit einer zweidimensionalen Normalverteilung mit Erwartungswerten px, pvy, be-

kannten gleichen Varianzen o und bekannter Korrelation o € (=1,+1). (Der Fall o = 0 ent-
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spricht Unabhdngigkeit.) Dann sind die Z; = X;-Y; unter Py i.i.d. ~ N'(ux—py,2(1-0)c?),

und man kann wie oben die bisherigen Tests benutzen.

Beispiel: Ungepaarter Zweistichproben-Test bei Normalverteilung: Hier sind un-
ter Py Xy,..., X, 1.i.d. ~ N(pux,0?) und Yi,...,Y,, iid. ~ N (uy,o?), wobei die Varianz
in beiden Féllen dieselbe ist, aber m # n sein kann. Will man einen Vergleich iiber px
und gy hier testen, so kann man nicht mehr paarweise Differenzen bilden. Diesen Test
muss man auch benutzen, falls zuféllig m = n ist, aber die Daten nicht natiirlich gepaart
sind. Wir nehmen immer noch an, dass Xy,...,X,, und Yi,...,Y,, unabhéngig sind.

a) Ist 02 bekannt, so ist die Teststatistik

T =

(Yﬂ _?m) - (,uX - MY) NN(O, 1)

n m

unter jedem Py. Dabei ist ¢ nach Annahme bekannt, und px — py muss sich aus der ge-
wiinschten Hypothese Hj als bekannt ergeben. Die kritischen Werte fiir den Verwerfungs-
bereich sind wie oben geeignete Quantile der N'(0, 1)-Verteilung, je nach Alternative. Das
ist der ungepaarte Zweistichproben-z-Test.

b) Ist 02 unbekannt, so brauchen wir zuerst die beiden empirischen Varianzen

1 & —
S% = —— Y (X; - X,)?

m

—_

S Y:-Y, )2
Mit
1
S2zm((n_1)5§'+(m_l)5%)
1 n o m -
S 6P o I o VR e
Tere DGR AR AR

ist dann die Teststatistik

T .= (Yn _Ym) — (px — py)

1 1
S E-i-E

~ Z€n+m—2

unter jedem Py. Der Rest geht dann analog wie oben. Dieser Test heisst ungepaarter

Zweistichproben-t-Test. o
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Die meisten bisherigen Beispiele fiir Tests gehen von der Annahme normalverteilter
Stichproben aus; diese Situation ist sehr angenehm, weil man dann die Verteilung der
Teststatistik einfach in expliziter Form hat. Diese Tests sind sehr gut, falls man tatsachlich
Normalverteilungen hat; ist das aber nicht der Fall, so verlieren sie sehr schnell einen
grossen Teil ihrer Macht. Deshalb ist es gut, auch alternative Tests zu kennen, die von

weniger spezifischen Annahmen ausgehen.

3.6 Der p-Wert

Sei Xy,...,X, eine Stichprobe vom Umfang n. Wir wollen eine Hypothese Hy : 6 = 6,
gegen eine Alternativhypothese H, : 0 € © 4 testen.

Definition 3.9 (Geordnete Testsammlung). Sei T' eine Teststatistik. Eine Familie von
Tests (T, (Ky)is0) heisst geordert bzgl. T falls K; c R und

s<t =— KSDKt
qgilt.

Typische Beispiele sind K; = (t,00) (rechtsseitiger Test), K; = (-oo,—t) (linksseitiger
Test) der K; = (—o0,—t) U (t,00) (beidseitiger Test).

Definition 3.10. Sei Hy : 0 = 0y eine einfache Nullhypothese. Sei (T, K;);s0 eine

geordnete Familie von Test. Der p- Wert ist definiert als Zufallsvariable

p-Wert = G(T),

wobei G : R, — [0,1] mittels G(t) =Py, [T € K] definiert ist.

Anmerkungen:

o Der P-Wert ist als Funktion einer Teststatistik 7" selbst eine Zufallsvariable.

e Der P-Wert hiangt direkt von den anfanglichen Beobachtungen X1, ..., X, ab. Somit

) ’

wird das Wiederholen des Test auch einen neuen (zufélligen) P-Wert generieren.

e Der p-Wert liegt stets in [0,1]. Sei T stetig ist und K; = (¢, 00), dann kann gezeigt
werden, dass der P-Wert unter Py, auf [0, 1] gleichverteilt ist.
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e Der P-Wert liefert uns die Information, welche Tests in unserer Familie (T, K;), t > 0

die Nullhypothese H, ablehnen wiirden.

Fiir einen P-Wert mit Wert p gilt, dass alle Tests mit Signifikanzniveau o > p die
Nullhypothese Hy verwerfen wiirden und alle Tests mit Signifikanzniveau « < p die

Nullhypothese Hy nicht verwerfen wiirden.

e Der P-Wert ist nur von der Nullhypothese abhéngig. Die Alternativhypothese spielt
keine Rolle in der Definition des P-Werts.

Intuition: Sei K; = (¢,00) und nehme an, dass T ~ Exp(1) unter Py, gilt. Somit gilt nach
obiger Definition G(t) = e~*. Fiir grosse t ist dies gerade die Wahrscheinlichkeit, dass die
Teststatistik iinnatiirlich"gross ist.

Nehmen wir also an, dass wir aus gegebenen Daten T'(w) = 1000 erhalten. Unter der
Nullhypothese Hj, ist die Wahrscheinlichkeit fiir solch einen grossen Wert sehr gering.
Dies legt das Verwerfen von H, nahe. Der P-Wert signalisiert somit das Folgende: Falls
T ungewohnlich grosse Werte (unter Pp,) annimmt, dann ist der p-Wert G/(T") sehr klein.
Nehmen wir zum Beispiel p = 0.01, dann wiirden alle Tests Signifikanzniveaus strikt grosser

als 0.01 bereits die Nullhyphothese verwerfen. Zusammenfassend kann man sagen,

p-Wert ist klein = H, wird wahrscheinlich verworfen.

Umgekehrt muss man mit der Interpretation des p-Wertes mehr als bei einem Test

aufpassen; beispielsweise ist die “Aussage”
“der p-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Hypothese richtig ist”

vollig falsch, denn der p-Wert ist eine Zufallsvariable, wihrend die Hypothese mit Si-
cherheit entweder richtig oder falsch ist (wir wissen einfach nicht, welches von beidem
der Fall ist). Zudem kann man mit untiberlegtem oder systematischem Wiederholen von
Experimenten den p-Wert deutlich verfalschen.

Ein Vorteil des p-Wertes ist, dass viele Statistik-Pakete direkt einen p-Wert berechnen.
Zudem hat man etwas mehr Information als nur die reine Testentscheidung — der p-Wert
gibt eine Indikation dafiir, wie weit der Wert der Teststatistik im kritischen Bereich liegt

oder nicht.

Beispiel:
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Wir werfen eine Miinze 100 Mal und beobachten dabei 60 Mal Kopf. Ist diese Miinze
fair?

Unser Modell ist, dass Xj,..., X, unter Py i.i.d. ~ Be(f) mit 6 € © = [0,1] sind. Als
Hypothese wihlen wir dann Hy : 6 = 1, also ©g = {3}, und die Alternative ist Hq: 6 # 1,
also ©4 = [0,1]\{1}. Die (zuféllige) Anzahl der Erfolge in den n Versuchen ist S, = Y1, X;,
und es gilt S,, ~ Bin(n, ) unter Py.

Um verniinftig rechnen zu kénnen, approximieren wir die Binomialverteilung geméss

dem zentralen Grenzwertsatz durch eine Normalverteilung: es gilt fiir jedes 6 € ©, dass

Approx

Sp & N(n8,nf(1-0))unter Py

und damit
Sn - nb Approx

V/nb(1-0)

! ._

N (0, 1)unter Py.

Fir 0 =0, = % ist also

Sn - n/2 _ 2Sn -n ApRrox

T = Noz "/ ~  N(0,1)unter Py,.

Fiir einen Test wihlen wir nun den kritischen Bereich von der symmetrischen Form

K := (-o0,—-c) U (+¢,+00), d.h. wir verwerfen Hy fir |T| > ¢; dabei wihlen wir K sym-
metrisch, weil die approximative Verteilung von 7" unter Py, symmetrisch ist. Wollen wir
die Bedingung Py [T € K] < « fiir ein gegebenes Niveau o moglichst scharf (approxima-
tiv) erfiillen, so fordern wir Gleichheit; dann brauchen wir also wegen der approximativen

Symmetrie der Verteilung von 1" unter Py,
a =P [T e K]=Pg,[|T] > c] » 2P, [T > c] »2(1 - ®(c)),
und daraus ergibt sich
» a .
cn® M1 - 5)=45 = 2.576fir o = 1%.

Wir verwerfen also die Hypothese Hy einer fairen Miinze fiir [T > ¢, und zuriickiibersetzt
passiert das fiir S,, > 62.88 oder S,, < 37.12. Also glauben wir auf dem 1%-Niveau nicht
an eine faire Miinze, sofern wir mindestens 63 oder hochstens 37 Erfolge beobachten.

Den realisierten approximativen p-Wert berechnen wir hier als

p-Wert(w) = Py, [|T] > to]‘tozT(w) ~ 2P, [T > t0]|t0:T(w) ~2(1- <I>(t0))|tO:T(w).
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Wegen
28, (w)-n 120-100

2
NG 10

T(w)

ist also
p-Wert(w) ~ 2(1 - ®(2)) = 2(1 - 0.97725) = 0.0455.

Bei 60 Erfolgen verwerfen wir die Hypothese einer fairen Miinze also auf dem 5%-

Niveau, aber (wie oben gesehen) nicht auf dem 1%-Niveau. o

3.6.1 Zusammenfassung zu Tests

Zum Abschluss dieses Abschnitts fassen wir das allgemeine Vorgehen bei Tests noch einmal

kurz zusammen. Man hat die folgenden 5 Schritte:

1) Wahl des Modells.
2) Formulierung von Hypothese und Alternative.

3) Bestimmung der Teststatistik 7" und der Form des kritischen Bereichs K'; das kann
aus einer Herleitung via verallgemeinerten LQ-Test oder direkt aus einem Statistik-

Buch stammen.

4) Festlegung des Niveaus « liefert (die Grenze fiir) den kritischen Bereich K; dazu

braucht man die Verteilung von 7" unter Py fiir alle 9 € © (exakt oder approximativ).

5) Berechnen der Teststatistik 7'(w) aus den Daten; ist T'(w) € K, so wird die Hypo-

these abgelehnt, andernfalls wird die Hypothese nicht verworfen.

5’) Berechnen von Teststatistik 7'(w) und entsprechendem realisiertem p-Wert(w) aus

den Daten; ist letzterer < «, so wird die Hypothese abgelehnt, andernfalls nicht.
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