Grundstrukturen Serie 2

Modelle formaler Theorien Besprechung am 16. Marz 2022
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Sei R ein 2-stelliges Relationssymbol, sei . = { R} und seien o1, 09, 03 die folgenden
drei .Z-Sitze:

o1 =Va(Raz), o0y =VaVy(Rry — Ryz), o3 = VaVyVz((Ray A Ryz) — Raz).
Konstruiere drei Modelle My, My, M3 mit Bereich {a, b, ¢} sodass gilt:

(a) M1 ): -0y N\ 09 N O3
(b) M2 ): g1 /\_\0'2/\ 03
(C) M5 ): o1 N\ 09 N ~—03

Definiere auf IN eine bindre Relation “<” sodass gilt:

(N, <) =DLO

Fiir positive ganze Zahlen n sei [n] := {1,2,...,n}, sei S, die Menge aller Bijektionen
f + [n] = [n] und fiir Funktionen f, g € S, sei f - g(a) := f(g(a)) (fiir a € [n]). Weiter
sei ¢ : [n] — [n] die Identitit, d.h. ¢(a) = a fiir alle a € [a].

Zeige, dass fiirn > 3, (Sn, L o) eine nicht-kommutative Gruppe ist.

Sei Z/[X|] die Menge aller Polynome mit Koeffizienten in Z.

Zeige, dass (Z[X],0,1,+, ) ein kommutativer Ring ist, wobei 0,1 € Z und +, - die
Polynomaddition bzw. Polynommultiplikation bezeichnet.

Fiir eine positive ganze Zahl m sei Z,, := {0,1,...,m — 1}. Auf Z,, seien die beiden
bindren Operationen “+” und *“-” wie folgt definiert:

a+b=c :<= mteilt (a +b) —c

a-b=c¢:<= mteilt(a-b) —c

(a) Zeige, dass fiir alle m > 2, (Z,,,0,1,+, -) ein kommutativer Ring ist.
(b) Zeige, dass fiir Primzahlen p, (Z,,0,1,+, -) ein Korper ist.

Hinweis: Zeige, dass fiir a € Z,, a # 0, die Elemente 1 - a@,2-a,...,p—1-a
paarweise verschieden und verschieden von 0O sind.
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Auf der Menge K = {0, 1, «, 5} werden zwei bindre Operationen “+” und “-” wie
folgt definiert:
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Zeige, dass K = (K,
Elementen.

0,1,+- ) ein Modell fiir KT ist, d.h. K ist eine Korper mit vier

Sei Tg = {00, 01, 02} eine Theorie mit der Signatur %57, wobei gilt:

o0 = VaVyVz(zo(yez) = (zoy)e2)
o1 = Vz(eex =1x)

oy = Vady(xey=-e)

Die Zgr-Struktur M mit Bereich A = {«, 3} sei definiert durch eM := qund zoy := y
fir alle z,y € A.

(a) Zeige: M | T,.
(b) Zeige: M [~ GT.
Bemerkung: Ist G eine Gruppe, so gilt G = Ty, d.h. die Axiome von Ty konnen aus GT

bewiesen werden. Andererseits folgt aus (b), dass die Gruppenaxiome GT nicht aus T
bewiesen werden konnen.

Zur Existenz eines nicht-standard Modells von PA: Sei 45, = Zpa U {c} wobei c ein
Konstantensymbol ist. Weiter sei PA* := PAU {¢, : n € IN}, wobei fiir jede natiirlich
Zahln € N gilt:
ppn=c >gs---50
N——

n—mal

(a) Zeige, dass jede endliche Teilmenge von PA* ein Modell hat und schliesse daraus,
dass auch PA* ein Modell hat.

(b) Zeige, dass jedes Modell N von PA* auch ein Modell von PA ist.

(c) Sei N |= PA*. Zeige, dass dann c™ eine unendlich grosse Zahl ist— N ist ein
sogenanntes nicht-standard Modell von PA.

(d) Bestimme die Ordnungsstruktur eines abzidhlbaren nicht-standard Modells von PA.

Hinweis: Benutze, dass fiir jede positive natiirliche Zahl n € N gilt:
PAEVz(n|zVn|(z+1)V - Vn|(z+n-1))

Zum Beispiel gilt fiir alle x: x oder = + 1 ist gerade, d.h. 2 | z oder 2 | (x + 1).



