Grundstrukturen Serie 6

Kardinalzahlen Besprechung am 13. April 2022

23.

24.

25.

(a) Sei.# die Menge aller Funktionen f : R — R.
Zeige: || = 2°.

(b) Sei ¥ die Menge aller stetigen Funktionen g : R — R.
Zeige: |€| = c.

Zeige in ZFC + CH: Die reelle Ebene R? ldsst sich so in zwei Mengen A und B zerlegen
(d.h. AU B = R?), dass Folgendes gilt:

e Jede Gerade g,, = {(z,y0) : © € R} parallel zur z-Achse schneidet die Menge A
nur in abzidhlbar vielen Punkten, d.h. |g,, N A| < w.

e Jede Gerade g,, = {(20,y) : y € R} parallel zur y-Achse schneidet dic Menge B
nur in abzéhlbar vielen Punkten, d.h. |g,, N B| < w.

Hinweis: Verwende eine Wohlordnung von RR.

Die Menge “w ist die Menge aller Funktionen f : w — w. Fiir f, g € “w definieren wir
g < fi= TnewVk>n(g(k) < f(k)).

Gilt g <* f, so wird g von f beschrinkt.

Eine Familie .# C “w heisst unbeschrinkt (unbounded), falls gilt:

Vfe¥wige F (9 £ f)
Weiter definieren wir die Kardinalzahl b (bounding number) durch

:=min {|.#| : # C “w ist eine unbeschrinkte Familie }.

Zeige: w; < b <c¢

Bemerkung: Aus ZFC + CH folgt b = ¢ = w;. Andererseits ist aber zum Beispiel
b =c¢= w41 wie auch b = w7 A ¢ = we3 konsistent mit ZFC + —CH.



26. Die Menge [w]“ ist die Menge aller unendlichen Teilmengen von w, also
[w] = {& C w: xist unendlich}.
Eine Familie &7 C [w]“ heisst fast disjunkt (almost disjoint, abgek. a.d.), falls gilt:
Vo,ye o (z#£y— |z Ny| <w)

Eine Familie & C [w]“ ist eine maximale fast disjunkte Familie (maximal almost
disjoint, abgek. m.a.d.), falls .7 eine unendliche a.d. Familie ist und zusitzlich gilt:

Ve e w3y e (Jlzny|l=w)
Weiter definieren wir die Kardinalzahl a (almost disjoint number) durch

a:=min {|</| : & C [w]* ist eine m.a.d. Familie}.

(a) Konstruiere (ohne AC) eine a.d. Familie .7 C [w]* mit |.«7| = c.
(b) Zeige, dass die in (a) konstruierte a.d. Familie ./ keine m.a.d. Familie ist.

(c) Zeige mit Hilfe von AC, dass sich jede unendliche a.d. Familie /' zu einer m.a.d.
Familie erweitern ldsst.
(d) Zeige:w; <a<c

Bemerkung: Die Bemerkung zur Aufgabe 25 gilt analog auch fiir a.

n. Zeige: b < a.



